(EUVRES 


COMPLETES 





puiimhbs sous r.,v dmbction scirntifiquk 

OK L’ACADEMIE DES SCIENCES 


I)li M. 


ET SOUS I.KS AUSI'ICI'S 

LB MINISTRE DB L’INSTRUCTION PUBLIQUE. 




PARIS, 

GAUTHIER- V 1 LL A RS, IMPRIMEUR-MBRA1RE 

1) 11 IJ 11 It 1? A D 1) R Ri h 0 N G I T II I) B S , 1) R I, ’ K G 0 l K I* 0 I, Y T R fl II N I Q II K , 

Quai dos Augustins, ”>5. 

MCMIII. 




SECOND E SER1E. 


MEMOIRISS 1’UHLIlSS DAKS DIVERS RECUE1LS 

AUTIIKS OUR CEI1\ 1)1’. l’aCADMIIK. 

II. — OUVRAGES CLASSIFIES. 

- hMojres publics iin coups d^vrage/ 
IV. - mMoiiies publics skparemukt. 



IF. 


OUVIUGES (ILASSHJUES. 



LECONS 


sun i,i s 

APPLICATIONS DU CALCUL I INFINITESIMAL 

A LA GEOMETR1E. 



SUR 


LES APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 

A LA GEOMIiTRIE; 

Par M. Augustin-Louis CAUCHY, 

INGEN1EUR EN CHEXDtS PONT5 Et CHAUSSliES, PROrfcS5Etm n’ANALYSE A L'tCOLE ROYAl L POLYTCCHNIQUfc , 
PROFESSLun ADJOINT A LA TACULTL DCS SCjENCFS, MEM ORE DC l’ACADGMIE DLS SCIENCES , CHEVALIER 
I)E I.A LEGION D'HONNEUR. 


Jr *\r\/hjrjr 


TOME PREMIER. 



A PARIS, 

DE L’IMPRIMERIE RO YALE, 


Chez or, Bure freres , Libraires du Roi ec de la Bibliotheque du Roi , 

rue Serpente , n." y. 

1 8%6. 



^’sAa' 


AVERTISSEMENT. 


Cet ouvrage , destine it faire suite au Resume des Lcfons sur 
le CalcuL infinitesimal , offrira les applications dc ce caicul a la 
geometric. II sera divisc en trois volumes, dont les deux premiers 
comprendront celles des applications gcom6triques clu caicul 
difF^rentiel ct -du caicul integral qui sont relatives a Ja premiere 
annee du Cours danalyse de TEcolc royalc poly technique. Je 
publie aujourd’hui le premier volume, ([ui rcnfermeles principales 
applications du caicul differential. Dans la solution des drfferens 
problemes, jai cherche a conciJier la rigueur des demonstrations 
ayce la simplicite des methodes. Lorsquon fait usage de coor- 
donnees rectilignes, soit rectangulaires , soit obliques, fun des 
principaux moyens dabreger les calculs consiste a resoudre les 
questions proposees a l'aide dc formules dont chacime exprime 
I’^galite de plusieurs fractions qui soient des fonctions semblables 
ou des fonctions symetriques des trois coordonnees. L’utilite 
de ces formules se fait remarquer meme dans les applications de 
l'analyse algebrique aux problemes qui concernent Ja Jigne droitc 
et ie plan. Cest ce que Ion reconnaitra sans peine en jetant ies 
yeux sur les Preliminaires places en tete de fouvrage. 

On trouvera dans la neuvieme, la vingt-unieme et la vingt- 
deuxi<hne Le^on, une nouveile theorie des contacts des courbes et 

OEnvrcs dc c, — S. II, l. V. ■ 



AVERTISSEMENT. 

cl os surfaces courbes, cfui a favantage de reposer sur dcs definitions 
indtpendames du s)stemc de coordonnecs quo I’on adopted ot 
do presenter on memo temps unc idee tres-nette du rapprochement 
plus ou moms considerable dc deux coui bcs on de deux surfaces 
qui oni entre olios un contact d’nii ordre plus ou moins el eve. 

Du restc , on composant cet ouvrage , j’ai mis a profit les 
travaux dcs gcometres qui ont cent sur le memo sujot , ainsi quo 
les Turn tores de MM. Ampkiu- cl Co rio us. Jc dois a ce dernier, 
entre autros choses, Ja definition quo j'ai donnec, dans la dix 
septieme Lc$on , du rayon de courbure (rune courbe quelconque; 
el e’est d'apres scs conscils quo j’ai place la theoric du cercje 
osculatcur avaiu cello dcs contacts des divers ordros. 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 

A LA GEOMETRIE. 


PRELIMIN AIRES. 


nnviut »n quef.quiis foiuiui.ks uk iifsoMfcTiui! akalytiqu?. 


Avant cl’ exposer lcs applications gdomelriqucs du Ealoul infinite- 
simal, il sera fort uLilo d’etablir quolques notions el quolques for- 
mules preliminaircs : tel osl Eohjct don t nous aliens d'abord nous 
oocuper. 

Nous dclcrminerons ordinairement la position d’un point dans 
I’ (‘Space si Eaide do trois coor do nudes rectiligncs x, y, z, relatives it 
trois axes dcs x , des y ol dcs s, passant par \' origin? dcs coordon- 
nees, et formes par les intersections inutuoHes des trois plans coor- 
donnds des y, z, des s, x, et des x, y. Cos eoordonnees seront recta n- 
<> ula ires lorsquo les trois axes seront perpcndiculaircs entre eux. 

Nous nomincrons axe une droite nioneo par un point quelconque 
do l’espace, ct prolonged indofiniment dans lcs deux sens; et nous 
dirons qu’un axe do cette espbcc so divise cn deux d emir-axes abou- 
tissant au point quo Eon consklere, ofcdont chacun sc prolongc inde- 
liniment dans un soul sens. Par consequent* chacun clc ecs deux 
demi-axes aura toujours unc direction dclerininue. Si Eon considere 
cn particulicr les trois axes des x, y, z, chacun d'eux sera divise, ii 
Eorigine, cn deux demi-axes, stir Tun desquels sc eompleront les 
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coordonnees positives, landis que 1'nn rnmptcra siir I’nulac les cnor- 
donnecs negatives. 

D'apres res definitions, il csl elair que, si l‘nn licnl romplc srulr- 
mcnl (Ins angles qui jm* n (Vrin cn I. an plus ‘>oo dejp'cs (/iom'<'//<‘ <h\\- 
sio/i ), deux axes on ilcu\ droitcs, [races de nianii'i'c ii sc coitpcr, 
rompremlrnnl loiijoiirs enlro eux deux angles, I’un aippi, railin' 
olilus, landis que deux directions mi deux drmi~a\cs, aboiilissnnl- 
a an poinl domic, rormcronf un si'iil aiq'lc, lauldl, ai^u, lanldl obliis. 
Uorsqtic d (Mi k dircclions nu deux demi-axes nboulironl h deux poi tils 
diHerenls dc. I’espace, i Is scronl, censes 1‘oniuu' eulrr (Mix Ic, menic 
an^lo qua rorineruicnl <1 (Mix demi-axes paralleles el prolongs dans 
les memos sens a parlir d’un point, unique. Orla pose, I’aiitflr que 
deux dircclions fornieronl cnlre riles sera loiijoiirs complclcinenl 
determine, el I’on pourra en dire anlanl drs angles formes par uue 
direelion aver, les demi-axes des r.oordniinrcs positives. 

Uonrcvons maiulcnaul qtie, par uu poinl 0 pris ii volonle dans I’cs- 
pace, on ail mene deux demi-axes OA, OB, el <| n * u n rayon mobile, 
d’uiH' longueur iudrtiuic, a lion I issa n I au poinl. (), lourin', dans Ic 
plan de ci's deux demi-axes, aver un moiivemenl de rolalion en verlu 
(I n (f n c I il deerive Tangle AOB, en passu n f. dr la position OA ii la posi- 
tion OB. Supposons de plus que, par le point O, on ail ('dove un 
Iroisicme diuni-axc siluc hors du plan OAB. Un spi'elaleur qni posera 
les pieds su r Ic plan, dc maniere a s’appuyer eonlrr Ic demi-axe, 
verra Ic rayon vcclcur sc inmivnir, cu passanl dcvanl Ini, dc sa droile 
ii sa ^nuchc ou dc sa fpiuolic ii sa droilc, cc i|U(‘ nous cxprimcroiis 
en disanl. qua le. nioiivcincnl, dc rolalion a lieu dc rfuntc it i>(ittr/tc on 
dc franc/ie it tlroitc. ('). On dnil, observer, au resle, (juc, si par Ic 
poinl 0 on elevuit ii la Co is deux demi-uxes sillies, Ic premier d’un 
rule du plan, Ic second dc i'aulre cole, Ic nietne moiivemenl de rota- 

I 1 ) !,o uinyon quo amis omployons in, ot a I'uido illiquid on disliiifom fuc.ilomonl los 
dou\ nsjidcoH do motivomnnis do rolalion quo pout prondro mi plan lourmiiil nor lid- 
mAino luilom* d'uii point ilonnd, ost oolui iloui M. Ampdro a fait usiqjo (inns lu ThtUmo dr 
rmvcimiUS <l) 
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(ion parui trait s’cfTceluer an lour dr I’uu de cos demi-axes dr droilr ii 
gauche, cl aulour tic l*a litre dr gauche a droilr. 

Gorpmlurons a present un angle sol idr Irirdre qui ail pour areles 
Irois demi-axes, OA, OH, 0(1 , ahou Lissait t an point 0; el conecvons 
qu’un rayon mobile, d’une longueur indefinie, mono par to point O, 
lasso In loiir dr I’aiiglo solido on s’appl i <j u;m L suecrssivrmonl snr Irs 
Irois faces AOH, HOC, COA. Son niouvcincnl do rotation silt* cheque 
face sera un mouvomonl do rotalion dr droilr l\ gaurlir ou do gauche 
a droilr aulour do Pareto siluco ho ]*s du plan do colic lace. 13c plus, 
tl est facile de voir quo Irs Irois inouvemenls sul* Irs trois faces srronl 
do memo ospeee. Supposons, par cxemple, quo Irs trois demi-axes 
dont il s’agiL so reduisent aux demi-axes drs coordonndos positives 
ct coincident aver Irs directions OX, OV, OZ. Si la disposition dr cr< 
demi-axes est colic quo Ton adoplo le plus ordiiiairomenl, Irs trois 
mouvrmrnls de rotation auront lieu do droilr a gauche aulour dr ers 
trois demi-axes, lorsquo ir rayon niohilr, on laisant Ir tour dr I’anglr 
solido, passera successivemeiit de la position OX ii la position ()Y, cl 
do eelle~ei a la position OZ. Si Ir demi-axe drs s positives rtail (rans- 
porle do Pan I re ctHu du plan drs x, /, {dors Irs mouvomcnls dr rota- 
lion de droite a gauche auraient lieu dans lo cas ou Jr rayon mobile 
prrndrail suceessivomenl les Irois positions 

ox, oz, TFT, 

pour rovonir rnsuite dirrctrinont dr la position <)Y a la position OX. 

Afiu dr bien dislinguor Irs deux esp frees de mouvomcnls quo peul 
prondrr un rayon mobile assujrtti a passer par Poriginr eta pareourir 
suecessivoinont Irs trois farrs do Fangio solido OXYZ, nous d irons 
([lie er rayon mobile a, dans oliacun drs plans coordoimcs, un mouvo- 
mont direct do relation, s’il passo siiocessivomcnt do la position OX a 
la position OY, el de ccllo-ci a la position OZ. Nous dirons, dans Ir 
cas contraire, quo le mrme rayon voctour a un mouvrmrnt dr rota- 
lion retrograde . Kn consequence, si 1’on adopte la disposition hi phis 
ordinaire pour les demi-axos dcs coordonnees positives, Irs motive- 
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menls directs dt* rotation aulour do cos domi-axes auronl lion do 
(IroiU* ii gauche, el les mouvcmenls retrogrades do gauche a droite. 

Nous appliquorons les monies ddiiomiualions aux deux espoo.es do 
mouvomonls quo pent prendre un rayon veelour mobile on tournanl 
aulour (Pun point, do maniere a parcourtr suoeessivomenl los Irois 
laces d’mi angle so lido quoleonquo; ot quand lo inouveimuit, do ro la- 
lion (l n rayon voclour sur cbaque faro, aura lieu do droite a gauche 
aulour do Parole silude hors do cello face, o.u mouvomonl sera uoinmd 
direct ou rdt.ro grad a, suivanl quo los mouveiuonls do rotation dos plans 
eoordonnds, lournanl do droilo ii gauche aulour dos demi-axes OX, 
OY, OZ, seronl eux-memos dirools ou retrogrades. 

line droilo AH, mounts (Pun point A suppose lixo h un point li sup- 
pose mobile, sera gendraleme.nl designee sous le nom de rayon n<v- 
tcur. Nommous 11 eo rayon veeleur, 


•To. y oi -u 


los euordonnees du point A; 


cellos du ])oinl H ; ol 


a, />, a 


le.s angles tonnes par la direelion AH avco les demi-axns des eoordon- 
ndos positives; 

7T — a, 7t — l) t 7T — C 

seronl les angles formes par le memo rayon voeletiraveo les domi-axes 
des eoordonndes negatives. Do plus, la projection orl/iogonale du rayon 
veelour sur Paxo dos x sora dgale, d’apres un thdorbme comm do Tri- 
gonometric, au produit do oo rayon voctour par Ip oosimis do Panglo 
aigu qu’il forme avoc Paxe des x prolong!* dans un certain sens, Cette 
projection so Lrouvora done rcprosenlce s si Panglo a est aigu, par le 
produit 

IlCOSff, 

otsi Panglo a ost oblus, par lo produit 


llcos(7r~ a) H cos a, 
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cYst-ii-dire, duns los deux cas, par la valour numeriqiio du produil 

R cosr/. 

II esl d’ai Hours evident : r° quo le rayon voclour projold, si on lui 
donne pour origine la projection du point A, sera dirigd dans lo sons 
dos .v positives on dans le sens dos .r negatives, suivant (|iio Panglo u 
sera aigu on ohtus; 2 0 quo le prod 11 it R cos ft sera posilif dans lo pro- 
uder cas, negalif dans le second. Done le prnduit Roosw sera dijui- 
valent a la projection du rayon vooteur It stir I’axo dos .r, prise avoo 
lo signo H- on avoe It* signo — , suivant (jue nolle pmjoelion sera 
dirigoo dans le sens dos x positives 011 dans le sons dos x negatives. 

Do memo, Ids prod nils H cos b f Kcosc seronl rospoetivoinont egaux 
aux projections ortliogonalos du rayon vooteur It sur tos axes dos y 
ol. prises (antdt avoe lo signo -1-, (anloL av('e li! signo — , suivant 
quo ehaeune do cos projections sera dirigee dans le sons dos eoor- 
donneos positives on negatives. 

Dos Irois projoetions ortliogonalos du rayon voclour, prises avoo 
Ies signos (|ue nous venous d’imliquer, sont en quo nous appolle- 
rous desormais ses projections algcbriqucs sur Ies axes dos tv, dos y 
('t. dos s 5 dies sont, nil verlu do, ee quf j) recode, oquivalonlos aux 
Irois prod nits 

Unosff, Roosfr, R cosr. 

I)n plus, il osl facile do s’assunH* qiPolIns sont respoolivonio.nl egales 
aux Irois ditto re no os 

& — •*<)>. y—y 0, 5— s 0 , 

quand Ies axes dos eoordonnees seronl perpendiculairos enlre oux. 
On aura done alors 

(1) x — -- It ooHrt, y — R cos 6 , s — s 0 R cose. 

ISnlin, commo le rayon voclour el ses projoetions ortliogonalos ropro- 
senlonl la diagonal*! et los aretes d ’it 11 parallelepipedo roc La agio,, lo 
earre du rayon voclour sera equivalent a la amnmo dos carros des 



Hi 


APPLICATIONS Dll 0 A LOU L I N FI N 1 T liS ! \\ \ I.. 


Irois projections, el l'on aurn cMicnrc, dans niypothi’se admi.se, 


CO ,{!I (>'*- -•*«) a i (/ /)„) 4 p (« s.») ,J 

(HI 


CO K - !("• ■•«■,)* I O' j,,) 3 1 O 

(Ida poso, on lirera dcs fjualions (i) 




■>' — .i 1 ,, 

" \\ 


•r - .e„ 




1 (/* /o) 3 i (3 3„) a P 

UO 

c.os b 

y ,r.i 
n 

l(>e ./■«)* 

*.n 

i O'- Ju)* i ~»)'T 


rose 

« — — vn 

li 


3 ~tt 



(<■'• -M 1 

'O' .>'«)“ i (3 ?,.) ! T 

el, par suite, 




CO 


eo,s a 

a 1 cos 2 b i 

eosV i. 


O's dpiaUons (/|) snllisnil pour delerminer los audios (/, A, {JMr 

inrino avee Ins domi-axes des eoordomiees positives ie rayon vrejeiir 

" um(i ,h ; (•Wo.O( , )an point (.v,y, poiivmH fre 

nunpiaooes par (a senli* lornuilo 


CO 


y ■ ‘ ,1'u 3 5o 

cost/ o.n.s/O COSO 


yuuiU ii la lonmila (S). alio axprimn la ralalinn q„i lanjnilrs 

i,!S lr(,is ""K l,!s ‘I 110 ""<• 'Iruilc , .rol«, iliuiM 

qualooiiqun avaa las datni-axas das aoardr powillvrs. 

Supposons i. prascnl qii’au paint (*•, „y„ S|1 ) siil.slim,. I'orj^iu,. 
mama dm ooordonndm. Si l'on dasigna par /• la ravon vartanr mono 
<!« cotta angina an point (a-.y, 3 ) at par «, (3, y las anglas qua I'orinr 
aa rayon vecleur avoe las (lomi-axes das raardonnaas pnsilivas las 


C 1 ) Koub inditjuftrons sou von l Jos points, commo nous lo fnisons 
ewrdoniuSoH ronlbrnufoi ontro donx pnronihta. (jWlquofois miss! 
coii i’uos ou snrfacsos conrboa par lours Equations. 


iftii ii J'niiJis do lours 
nous iiMikpioroiiH Ion 
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Ibrmulos (i), (->.), (/|) sc Irouvoronl, remplaeoos par frs stiivanlos 


(7) 

,v r cos#, 

y r eos(3, 

.c /’cosy, 

<«) 

r 

(.*•• )•/*- i-T. 


OO 

,r 

oosa - ) 
r 

ros(3 

cosy y 

o|. Ton aura 

i encore, onlre Im 

i angles a, fJ, y, 

, la re.Ialion 

(><>) 

cos'V 

I ros 8 fi-i eos 5 y 

i . 


Si In poiiil (A) csl siluo dans Ic plan desm, y, on aura s • ■ o, cl Ics 
equations (H), ((>) doviendrnnl, 

(n) /• (.c* i y)\ 

(im) r.osc/ cosfi cosy <>, 

I)c plus, la Ibrniulo (10) (Man ( aloes rrduilo a 

( i :t ) cosV i, 

on c 11 lirora 

(1/1) oosfi 1 - coh' 4 « i • sin «. 

(mueovmis qua, dans la memo liypol.lnW, mi rayon voe.l,our mobile, 
parlanl do la pnsi (.inn ON, dans bujiioilc il oo'inoidail. avee Ic domi-axc 
dos iv posilivos, so motive aulntir do I’origine dans lo plan dcs.o, y, 
avee. un motivomenl diree.l, do eolation, ol, parvienne ii la pnsi I inn OA 
npres mio on plusionrs rovolulions (dleolnoos autour do nolle origine. 
Si I’oii nmunio p Tangle, qu'il aura ddoril, ol qui pool elro superiour 
\\ /joo degres (nouvcMv. division), r ol. // soronl. e.e qiTou appelie les 
eaordonne.es po la ires du point (A). Or, il osl. aise do voir qii'on aura 
go.noraleineul 

;r n'Otip, / /’sill//, 

ir . y 
cos sm p 


0») 

ol, par oonsdquenl, 
(id) 


OHavrea da C. S. II, l. V. 
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Si Ton compare ces derniores equations aux formulas (12), 
co 11 cl lira 

(17) cos/) — cos«, sin/> = oosjS. 

ii ne s’cnsuit pas quo los angles a el (3 soient nceessnircmont egaux a 
I’angle p et a son complement : car les angles a et p doivonl roster 
inferieurs a 200 degres, tandis quo I’angle p pent croitre an dolii do 
tonte limitc. On doit memo observer qu’ft u'n scul point (A) corres- 
pondent une infinite do valours do p, qui different les lines dcs autres 
par des multiples du nombre 27c. Enfin, ricn n’empeebe d’admettre 
quo, pour passer do la position OX a la position OA, le rayon vecteur 
mobile a deceit Tangle p, en vertn d’un mouvement do rotation retro- 
grade, et d’attribuor en consequence a cot angle une valour negative, 
tandis que les angles a, p soul, d’apres les conventions faites, des 
quantities csscntiellcment positives, comprises outre les limilcs o olu. 

Nous allons maintenant passer on revue quolques problemes qui so 
resolvent facilcmont a l’aidc des principes ci-dessus etablis. 

PiioiiMbiR l. — Trouper les equations de la droile qui passe par le point 
(^o * el qui, prolongec dans un certain sens , forme dvec les demi- 
ses des coordotmces positives les angles a, b, c. 

Solution . — Les equations ehorchoes so trouvent comprises dans 
une formula quo Ton lire des equations (1), savoir : 

(18) _ y —y 0 _ --- 0 

cos« ~ cos b cose 

Cette formule exprime que les projections algdbriqucs d’un rayon vec- 
leur, eompte sur la droile en question, sent respectivemcnl proportion- 
nelles aux cosinus des angles formes par ce rayon vecteur avec les detni- 
axes des coordonnees positives. Elle fournil les trois equations 

(iq) Idzli 2 = i zr_l2, inf? = -- ^0 f_z:£L« — y~y <> 

c °s6 cose cose cosa 5 cosa cos6 _> 

qui appartiennent aux projections de la droile sur les trois plans 



IMUiU MINAIIU 5 S, H) 

eoordomios, el donl hi demiere «‘st line eonsequenee ties deux nulrcs. 
i)<* plus, coniine, hi verlu d’nu (hnor^inn d'Analvse (/*«//■ VA/uifvsr 
(tli>rii/if/U(‘, Nolo K, lliooreme XIV), la foriniilu 

U ll' It" 


enlraine loujours J:i auivanln 

It It' It 1 ' ! sjlt 1 -| </'“ I - tt" a -\ . . . 

>' <■' ^/|> S |- c' 4 

on oonolura do la lormulc (iH) cl. do l , c<|iinliuu (fi) 



Dans Ic see, mid membra dc eel, to derniero fornmle, on devra prolerer 
le signe -I-, si, e, omine on Pa suppose, ]e rayon voelcuir, <|iii forme 
aver, les axes les angles <y, />, <: t so iliri^e dn poinl (,r, Mi >* 0 , s„) vers le 
point {a;, y,s), alioudu qo’alors ohaeuno dcs I'ruelions 

■«' ‘»‘h } ,r - ,r« = ■ 3.» 

c.oxa cos b cose 


sera uno quantile positive. On devrait, ait eontrnire , preferer le 
signo •• , si le rayon veoleiir oiail eon so diri^e du poinl (.o.j.s) 
vers le poinl, (/e u ,y ft , s ft ). Dans le premier eus, oil I’on adople !e 
sip;ne I-, Ja formula (uo) oo'inoide ovidemiuenl avoe IVquafion ((>). 

('on >l/t lire, Doraque le poinl, s n ) e.sl romplaoo par I'on- 

gino des eoordonnees, les formulas (iH) el (19) so rodiiisonl a 


(»■) 

(us) 


,r y z 

cose' cos (i rosy 1 

,y 3 3 _ ,y 

eosfi "cosy cosy coho-’ cos« e.o »|3 


i 


Si, do plus, on supposail y- 


7 T 

U 


ou eosy •-*<>, la droile eheroliee 
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serai! comprise dans le plan des x, y, et los equations (22) donne- 

raiont 

cos 3 

(23) ^ = o, y ~ — L jc = x tangvj ~ it x langa. 

\ > j C0Sa n 

PnoniEMii II. — Trouver l’ angle compris enire deux rayons veclcun* 
traces dans le plan des x, y, et mends de Vorigine , le premier au point 
(#„,/„), le second au point (x,y) ; ainsi que la surface, du triangle 
ren ferine enire ces mSmes rayons vecteurs. 

Solution . — Soient A, B les deux points quo Ton considbro, et 0 
1 ’origine des coordonnees. Soiont, on outre, />„, r 0 los coordonndes 
polaires du point A, ct p, r cellos du point B. Ddsignons par a 0 eta 
les angles quo les rayons vecteurs OA, OB foment avee le demi-axo 
des® positives, et par | 3 0 , (3 los angles qu’ils formont avec In demi-axe 
des y positives. Enfin nommons S Tangle AOtt compris outre los deux 
rayons vecteurs. U11 rayon voctour mobile qui dccrirait cot angle, nb- 
ccssairomcnt inforicur a 200 degrbs, on passant dircclomont do la 
position OA a la position OB, aurait evidcmmcnl dans lo plan des ®, y 
un mouvement do rotation determine, 011 direct, 011 retrograde. Cola 
pose, coneevons quo lo rayon voeteur mobile, avant do parvenir a ia 
position OA, aildccrit, avoe un mouvement do rotation direct, ot on 
partant de la position OX, un angle quelconquo, qui pourra sur- 
passer la somme de quatro angles droits : cot angle sera Tune des 
valours qu’il est permis d’attribuer a la coordonnce polaire p 0 . Do 
plus, si, on passant de la position OA a la position OB, Je rayon voe- 
teur continue do so mouvoir dans ie memo sons, Tangle p 0 - 4- £, 
qu’il aura dberit quand il sera parvenu a la position OB, sera I’une 
des valours qu’il est permis d’attribuer h la coordonnce polaire p. On 
aura done, dans cette hypolhese, 

< 2 -'0 p = p o+<5. 

Au conlraire, si, pour revonir de la position OA a la position OB, lo 
rayon vecteur est oblige de prendre un mouvement de rotation retro- 



i*iu':i,i ,\l I NA I ItKS. 

{{railr, I' valmn's tli* // situ f viflemnif ill 




( <’0 t > /»., 

Dour, pal* sniff, mi pniiiTa snppnsfr 
( ) /' / J ,> 1 

If sitin' I- nil If sitin' (Ifviml flrf (irflfi’f, suivanf qiic If motive* 
infill ill* rolalimi d nil raymi Vfflfiir moliilf, passanl do la pnsifinn ()A 
ii la pnsifinn Oil, ilc inanii-rf ii dorriiv I’an^le OA1I, sera nn motive* 
iihmiI ilirtTl mi I’flrnpM’ailf. Or nn lireni df la r<mimlf ( •-».(» ) 


( i;) ruso <•»•»(/> /»„) ciis/^nis // i sin />„ sin /*, 

(m .‘0 1 siii<» sin (/< /»„) t a <is// lt sin// rns/ihin/1,1, 

fl, rnin dm * nn mini d*nille nrs, cn vfrln dfs I'nniiiilos ( 1 7), 


( n |) 


| ('<»»•// HlSf,/, sin// flisp, 

I hiSwIm. sin/*,, riisjirt. 


mi IrmiviTa ilflliiilivfiiieul 


(.In) fosW fnsc<« cos,/ i fiiHj^n 

(.III 1 sj|| U f||SU„ fils.-/ fOSp,,, 

Si, ii la plaff do* Inniniles ( “jj), nn Hithslil naif Ins snivnnles 


(■la) ! 

r 

sin// 

Y 

> 

r 

\ • 

sin/»„ 

Vi> 

1 

rns//,, 1 

' II 

, 

/•» 

If s rij nations ( ’Jo) fl 

{ ‘Ii ) doviemlrnienl ri , s|)i*i , l i vmirnt 



•t‘„r 1 ,y„,v 


(. 13 ) 

fllsM 

» 


(M) 

• sin 0 

r»r 



I) siiHif ilf rcr.nimr « rfipialinn ('Jn)nu ii rnjimlioii (M) pmir dnler- 
miiifr I'an^lr 0, <|tii f si reuse (oujniirs jmsiliT <*t inli'rifiir ii rt. (Jnaiif 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 


a la surface du triangle compels cnlrc les rayons vecteurs /* # , r, ('lie 
sera, d'aprcs uti theorerne comm do Trigonometric, eqnivalonte a la 
moilic du produil 

(35) i’ 0 i*sin6=d=(jf 0i ; — ay* 0 ). 

II cst essenticl d’observer quo la difference cc^y — xy n devra elro, 
dans !e second inembre de la formule (35), affecleo du memo signe 
quo Pangle S dans le second mombre de Tequation (nG). Par suite, 
Y expression 

( 3G ) . — ay'o) 

represontera la surface du triangle OAB ou la memo surface prise on 
signe contrairo, suivant quo le mouvement dc rotation d’un rayon 
vectcur mobile, passant dc la position OA a la position OB, sera 
direct ou retrograde.’ 

Corollaire /. — Lorsquc les rayons vecteurs OA, OH font partie 
d’unc memo droite, on a 

( 3 7) 3 = o on <3=- 7r, ct sin 3 — o. 

Alors on tire des equations (28), (3i) ct (3/j), 

( 38 ) lang/> = lang/? 0 , 

( 3 o) cqso : _ cosj3_ _ \/cos 2 <x"-i- cos 2 ft _ _ H 

cosa 0 cosft 0 y/cos a « 0 -h cos 2 (3o *’ 

(40) ^=X^-hl /ji±ll --i- f:. 

‘ r ° 3 '° '’o 

Les doubles signes quo ronferment les formulcs (3 9) et (/|o) doivent 
se reduire au signe +, lorsquc les rayons vecteurs /•„, /• soul dirigos 
dans le memo sens, ct au signe — , lorsquc cos rayons vecteurs soul 
dirigos en sens contraires. 

Corollaire II. - Lorsquc les rayons vecteurs OA, OB sent porpon- 
diculaircs entre eux, on a 

(40 3= - 


et cos 0 — 0 , 


IMUiMMINAlIUiS. 


Mors mi (in* drs fortniili's (y.7), ( 3 n) p|. (X\) 


(AO 

1 1 Inug/Mnug/i, <>, 

(AO 

POS«„ 0 «S« I COS ( 3 „ COS (3 

(•Vi) 

.r„.p 1 y 0 y 0. 


0<'s Irois tlp.ru iriM's rqtial ions pp.uvrn! oli'p laoilmnpnl Lransfonnrnh 
rum* iIiiiis I’nulm. 


Ptumi.ftiMK 111 . Troi/vcr {'angle eotnpris nil re deux rayons rccirttrs 
Inters dans I'espaee, el menes de !' origin?, le premier an point (,r n , y, ( , 5 0 \ 
le. second a a point (,r,/ t s); a in si /pie la surface da triangle forme par 
<‘es tnt'/nes ra yons recteurs . 


Solution. Kuirnl Inujmirs A p|, B Ins deux points <|iip Pnn con- 
sitli'n* ; /*„, r Ips rayons vppIpui’s OA, OB, el 3 Fannie i|u*ils emn- 
prnnnenl, pilin' nix. Soinnl pupoi'p o',,, p„, y„; «, p, y Ins angles 
Ini’ inns par ops rayons vpelmirs aver. Ins demi-axes lies x, lies y cl 
lies s, prolnu^ps dans Ip sens dps noordounons posiliyos. Knfiti, 110111- 




cosiy 


PUS Cf n 


On 

aura, pu 

vnrlu dns rnnnulp.s dnja nlaMios 

x 

» 

r 

pos (3 

r 

cosy 

v 

- > 
r 

■Pi. 

, 

t\) 

cos( 3 „ 

/o 

1 

/‘i. 

cosy,, 

3,1 * 


m 


d 7 ) 


/•' J x* 1 1 

p* «»■* 1 t 3 ; 

(•*■ ■M* 1 (.r ru) a 1 (5 *«.)• 

r‘ l 1 /•«■ 1 y (t y 1 z 0 z) 

t'* 1 , w , 0 / , (eosa u «n.s« 1 nos| 3 0 ausfi 1- nosy,, r.nsy). 


Dp plus, dans Ip triangle OAB, i|iii a poui' coins i\ t\ , n! B, le p.osinus 
di* Fangio 0 sora (nn vnrlu d’un lliuoreine nnmiti (In Trigonometric) 

| POSO ,,i 1 1 '■)'«/ * 3 "' ! 

(l\H) l ''/•«/• /'.»/• 

I p.os«o Cos a - 1 - r.us(% cosfi 1- cos y„ nosy. 
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Cette derni'ere formule suffit pour determiner Tangle 2 compels entre 
les limites o ct it. On on deduit faeilemcnt la valour do 


sin<5~y0 — cos'd, 

el Ton trouve 

; in a ~ C(^> + y\ + *1 ) ( * * + y* + s* ) - Uo* ±y«y + =o - ) s T 

>'o I' 

__ to.* J ~~ y s »» ) 8 •+• ( x — zx o )* -+- (.y Q v — .p/ o ) 5 I s 
'V 

— [(cosf3 0 cosy — cosf3 cosy 0 ) 2 -t- (cosy 0 cos« — cosy rose',,) 2 

i 

-l- (cos 0 o cos|3 — cos a cosj3„) J j a . 

Si maintonanton applique les rayons voctours r 0 et r par lo sinus de 
Tangle 2, on obtiendra le produit 

( So) /• sin o = [( y 9 s ~ jc 0 ) 2 -j- (z a * ~ ««?, ) a ~h ( y — «*/„ ) 2 [ 2 , 

dont la moitie, savoir 



(3i) i/- 0 /-sin8= "^Toy- 

re presen Lera precisement la surface du triangle OAB. 

^ Coro llair e /. - Lorsquo les rayons voctours OA, OH font parlie 
d’unc memo droitc, on a 

( 3 7) <5 — 0 ou o = 7 r cl sin<5 = o. 

Alors on tire de la formula ( 49 ) 

^ 0 ” y z ° °» c » ,r ZJ: o ~ o, x 0 y — ccy b — o, 

/ cos(3 0 cosy — cos(3 cosy 0 = o, 

| cos y 0 cos <x — cosy cos a 0 =o, 

( COS&o cos^ — cos ct COs(3 0 = o 

el, par suite, 


(54) 

a- 

— X 

__ ^ 


•r 0 

J 0 

'•0 

(55) 

COSO- 

cos (3 

_ cosy 


coss^ 

cos{3„ 

cosy 0 


: -+- 


I . 
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Los < I on i>h*s si<pios quo roil Connou I los limmilcs (:V| ) of ( *>:>) doivonl 
ol re romplanos par lu sitin' i In rsc|ii i* los rayons voolours /*„, rsonl 
diripvs dans In ntnni' si! us, rl pn r lo sijpto forsquo cos rayons voo> 
lours soul diriRos on sons ooulrairns. 

('■orolfairc II, Lorsquo los rayons voolours OA, OH son! pcrpcii- 
diouhiiros onlro mix, on a 

(ii) f ) i*l coso o; 

(*l |‘on lire do I’ At | usil i «m ( /j8 ) 

(■>(» ) ,r„.f ! I 5„5 <* 

on, ou qui ri’vionl iin nimiio, 

( .‘17 ) onset,, r.uscy I oosfJ,, oosfi I rosy,, cosy », 

Horiproquoinon!, si In o.ondilion (‘rj) osl romplio, I’an^lo 0 soon drnil, 
ol los rayons voolours /•„, /•sornnl porpondioiilairos unlro cun. 

Coral la ire Ilf. - Los prnjoodions du Irianglo. OAH sur los plans 
ront't Ion ti As soul rosponlivmnonl ojpiloa (voir In sornud proldomo) 
aiiN viilours 11 11 111 Ar i <1 u t*s dos quiinlilos 

v» * ,)'"n ** - f 11 7 

(ON > » 

•< * 1 « 

Lola post*, il rosullo uvidununonl do hi roruiulo <Ai) quo la surface 
plane UAH rst <i(/nt\’(tlrnfc d hi rtf cine ntrrcc dr fa s'nnunr (lex rarrvs 
dr srs projections. Lu l.hoori'Jiio olanf ,'iinsi domonlro pour la surfuco 
• 1*110 l.riun^lc, il sora faoilo do Poloiidro ii 11110 surfauo piano qtiol- 

I'OllljllO. 

Corollatre !Y. Lonsidorons mui iilrminl doux domi-axos qtii, alion- 
I issai 1 f « non plush Pori^iuo dos ooonlonno.os, itiais ii deux poinlsdil- 
i’oronls do IVspano, I'onuoal. loujours, nvor losaxos dos u\ y ol 5 pro- 
longs dans In sons dos ooordonnoos pnsilivos, dos audios roprosoulos 
juir los loltros.a,,, [5„, y 0 ; «, fi, y. Cos doux demi-axos sornnl oonsos 

t\ 


(>Kti\U'v.\ tic C 


S. II, t. V. 
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f'ormor onlro. oux lo nioine angle <| nc < I «mi x «l*‘in i-nxt's parallelos r I 
prnlongos (hu is lo monie sons a pari i r do I’origine dos ooordnimeos. 
Mono., si I’on liniiiiiir 5 l^an^Ic* dos deux denii-nxrs proposes, on aura 
onom*o 

^(S) cos'; o.o s y„ oils y i cos ft, ocisfi I rnsy t ,rnsy 


siiio • 1 1 cos ft, rosy eosfj rosy,,)" ! (,oosy„ oosy rosy cosy,, V 

i (rosy,, oosp rosy on^ft, p | '. 

Si l’n n^l (* o so roiluiL ii zero <m h *.»no dogres, los don\ domi-axos 
devioitdrnnl /tarallrlrs, o.l Ton aura 




cosy o.osft rosy 
oosy 0 cos ft, rosy,, 


lo signo I- on lo signo dovanl olre prolere su i van I <|iio los don\ 
domi-axos soronl prnlongos dans lo inomo soils on on sons oonlrairos. 
Si I’anglo o so red nil a tin angle droil, on ponrru inenrr par I’un dos 
domi-axos i in plan porpnndioulniro ii I’aulre, ol Tim Imiivora 


•> 7 ) 


o,osy„ cosy -| eosft, oosj^ i cosy, > nosy o. 


Corolla ire 1\ Kw s’appuyanl sur la I’orinulo ( jd), on pool laoilo- 
moiil IranslYirinor los ooordnnneos reotnngulairos ,r, v, s on d’aulros 
ooonlonnees roelangulaires yj, '( oompleos snr dos axos qni passonl 
Imijnurs par lo. point. 0 ol qni, prolongs dans lo, sons dos ooordonndos 
posildvos, IWmenl rospo.o.Livomont. avo.o. los domi-axos des.r, y % z posi- 
I i vos lo protnior los audios a„, ft,, y„, lo soonnd los audios a,, ft, y,, lo 
Iroistome los an^Ins a a , ft, y a . I'll) ollo.l, soil lotijmirs /* lo rayon voe- 
lour mono do rorigino an point. (a;,,r, $)• On aura 


(«9) 


/*" - .»■* \-y } | 3 - 
S 3 -I o’ I 


Do plus, los oosinus dos angles quo l'onnenl, d’uiio pari, oo raynn 
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vecteur, ot dr I’autre, le demi-axe. des <; positives, avee les demi-nxes 
lies ,r t 'Y e(, c positives, elan! r(»sprc* ( i vimiii*ei( 


.r y z 

* - j i 

/’ r r 

eos<7i„ rosjii,,, rosy,,, 


la simman des jiimmIii its (jii'nii oldienl en mull ijilianl. turn cosines deux 
a deux, savoir 


(I'm) 


.»• cos <y„ I yrnsfJ,, i c rosy,, 
/ 


represenlera | en verlu do la lorimile In e.osiims «lt* I’aiitfle rom- 
jins (Mitre In demi-axe des E positives el le rayon veoleurr. C.e dernier 
rosin us piuivaiil d’ailleurs etre exprime, par le rapport S on aura 
neeessilireineiil 

C r,i»s<y„-i .rr.osfi,, I .-.rosy,, 

/• r 


el, par suite, 


(I'O) 


t .r r.os «„ i - y ros(3„<i s rosy,,. 
On Ironvera de inline 

vj ,rrosc/| i p'r.osfi, I z rosy,, 
£ .rr.nsco, ! r r.ospy | seosy,. 


i,es eijualions (Co) sullisenl pour determiner cj. vj, 1 en (one.lious 
de .a, v, c> , el ree.iprmniemenl. On pent y eelian^er les e.oordon- 
tiers vp avee, les r.oiirdounres ,i\ y, s, pmirvu (|ue Ton y erlianpr 
en meme lumps a, avee f) (1 , a a avee, y„ el, (3 a avee. 7 ,. On Ironvera de 
retie maniere 

| .r *ros«„ 1 ncosc-vi ?e.osa 4 , 

((»••,) •. r i I'nsfii, 1 n eusfJ, t Sonsf* a , 

( 3 4 rosy,, 1 vi rosy, l Seosy,. 

liiilin, r.oinine les nouvmmx axes des e.oordoiniees soul porprndieu- 
laires (‘litre eux, les.eosinus des angles qu’ils lormeiil avee les axes 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
de x, y, z no satisfcront pas soulement aux conditions 

J cos s « 0 + cos*|3tt-t- co& a y 0 “=i, 

((>3) \ cos-’«,-f- cos 2 (3,-+- cos 2 y,= i, 

( cos 2 «,-f- cos 2 j3 3 -(- COS 2 '/., ~ i, 

mais encore aux suivantcs : 

| cosa, cos^a-f- cosfb cosJ3 s h- cosy, oosy 2 — o, 

Oil) ' COSO's COS^o-f- COS(3 2 cos(3 0 -l- COSy 2 (JOS /,)-=: <>, 

( cosa 0 cos*?,-!- cos(3 0 cos ( 3 , -t- cosy 0 cosy, o. 

On arriverait mix memos conditions on substiluant les valours do H, 
vj, '( donnces par lcs fo ramies (Gi) dans liquation 

(og) + = 

puis egalant dans los deux membres Jos coefficients des rarri'is x‘\ 
y 2 , s- ct dcs doubles prod u its 2yz, 2 stv, ‘ixy. Ajoulons (jue, a 
1 ’aide dcs conditions ( 03 ) el (G_4), on pout deduire iimucdinlemcnt 
los formules (Gi) des formulos (62). 

PaoniftsiK IV. — Trouper les equations d'un plan passant par Iv 
point (*r 0 ,j 0 ,^ 0 ) el pcrpendiculaire a la clroile qui , prolan gee dans 
un certain sens, forme , avec lcs demi-axes des coordonncc.s positives , 
les angles X, p., v. 

Solution. — Soicnto;, y, z los coordonneos d’un point (jnoleoiKjuo 
ilu plan ot It lo rayon vccteur mono du point (x„, y n , z H ) au 
point (x,y, z). Lcs cosinus dos angles quo forme 00 rayon vocletir 
avec les demi-axos dcs ooordonndes posilivos otant respeolivomenl 

■ r — y — y» — z n 
it * ' it 5 ~nr* 

le cosinus do I’angle compris entre cc memo rayon vectour cl la droito 
donnee sera [on vertu do la formtilo (48)] 

( 65 ) (.g — J? u ) COSX 4- (y - I ' d) CQSp -f- ( s — 5 0 ) cos V 
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Do plus, le rayon vcctour R, elant ronfcrmo dans le plan, sera cense 
former un angle droit avoc chacunc des ligncs pcrpondiculaircs an 
plan. Done le cosinus ropresonto par T expression (G'j) sera mil, et 
1’on aura 


( 06 ) (.r — a* 0 ) cos X -j- {y — y 0 ) cos p -+- { c — z 0 ) cos v ~ o. 

Cette dernierc equation est cello qu’il s’agissail d'obtnnir. 

Corollairc /. — Reprcsentons par ft la perpnndiculaire abaissee do 
I’origino des coordonneos sur le plan quo 1 ’on considbro, et suppo- 
sons quo les angles X, p., v soicnl precisemcnl ceux quo forme ceLle 
perpe.ndiculaiue avoc los domi-axcs des coordonneos positives. Enlin 
designons par r le rayon vcctour mono dc I’origine an point z), 
De cosinus de Tangle aigu eompris ontre ce rayon voclciir et la per- 
pcndiculniro ft sera cvidemmenl 


.r , Y - 

- cos l -+- — eosp -t- - cos v = 


•r cosX -hy cos [j -+- - c.osv 
r 


Ce memo cosimis pouvant elro exprime par 


k 

r 


on aura en consequence 


x cosX h- 7 eo sp -r- z c osy __ ft 
r “ r ' 

et Ton en conclura 

( 67 ) x cos X 4 - y cos p. -h - cos v = ft. 


Telle est la forme sous laquelle so presento (’equation du plan quaml 
on v introduil la constantc ft a la place des coordonneos .r„, y ot z 0 . 
An reste, pour revenir de Tequation (67) a la Pormule (GG), il sullil 
d’attribuer ii cv, y, z les valours parti/uil teres cc 0 , y 0 , z n , puis cTeli- 
miner la constantc ft entre la formula ainsi oblonuc, savoir 


(68) • x Q cosX -+- y 0 cosp. -h - 0 cosv = 4 -, 

et Tequation (Gy). 
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Coro lieu re II. - Si Ton fail, pour abroger, 


((»)) 


r os /, 


= A, 


COSfJ 


H, 


(108 V , 


i i 

on on cone I ura, on supposanl loujours la conslanlo /*■ positive, 


(70) 


(7«) 


\/A*h- IL-h c 3 


cos A ; 

A 


V /A 2 -h IP -h 0* 


B 

COS /j. - 

~~ v/ 7 v«+"b- ; + c i - 

COSV : 

c 

\/A s -f- IP-t-C 2 


et la Ibnnulo. {67) deviondra 


( 7 - 2 ) A.r -H H/ -+- Cs = 1 . 

Cello dermere equation ost done cello d’uu plan qui osl. porpondiou- 
laireau demi-axe trace do manio.ro a lornior, avoc los domi-axos des 
coordonncos positives, los angles X, p., v dotevminds par los for- 
mules (71), ot qui coupe ce domi-axe a uno distance k do I’ongino, 
la valour do k olant donnee par la formulo (70), 

Corollairc III. — Si I’on supposait 


( 7 ^ 


cos A - J 1 eosp — N oosv _ C 

/? J>’ “A- ~l>’ ~ir " D ’ 


los formules (70 ) ot (71) so Irouvoraient rcmplaeoos par los suivanles 


(74) 


( 7 -)) 


1 \/A^+ B j -|- ( r 


I eosA =± 
1 cosp — ±: 
I cos v — ±: 


_ A_ 

v/F+TC+f ! ’ 

a 

__c 

A - -+- IP -j- L 2 
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dims I «*s(| ii (*1 1 i‘s (in devruil pre (V* rer In si^ne i mi In si^ne - , suivanl 
(|iir la i|iiaiif ile I) serail |H»si I i vi 1 mt nejralive, l)e plus, 1 11 iil.ion ((17 ), 

ramenec a la f'nriiii 1 


(7^) V >' 1 II v 1 Cj I), 

sm*ajl nolle iruii plan 1111*111'* par I V\ In'* mi (A du ravon vodcnr /• cl por- 
pcmlieulairc a cc rayon, <|iic I’nn suppose (rare, tic man inn* ii I’ormor 
aver, les domi-nxos tins roordonneos posilivcs les angles X, p., v. 

Hcoiu.hir, V. I 1 ',/ an! rfnnnes les angles c/„ t p # , y„, el a, p, y, (pie deit.v 
ntvons rearms ()A, Oil, menes dr (’uridine au.v points A rl H, fonnent 
mrr frs dnni-u.ees drs coot do /nuts positives, on denmnde (rs unites 
X, [a, v <pir forme, mrr les monies dcnd-n.vcs, In perpendieulaire 01* 
e/evee par I'oripine sur Ir plan dti triangle AOH. 

Solution. I -a droilc ()l‘ dcvanl el re per|>pmlieulniro a cliacun dos 
dcmi~a\cs OA, Oil, on aura | r 11 voiiu do la form u It*. ( : >7')| 

( cosy,, c< is A * ensft,, 00s// Minsy u ot»sv n, 

177 ) 1 . 

I nisi/ coha 1 cusp rasp I rosy ens*/ o. 

I)c plus, les angles X, p., v dovronl salislaire a I’ei] nation dc condition 
(•;H) cits 4 ), t ous 2 p 1 c.os 2 v 1, 

Los In i'ii 1 u les (yy ) el, ( 7H ) siilliseh! pour determiner, mix sixties pres, 
les va Ini is des quantiles c.osX, e.nsp., c.osv. Si e.nlro les uquulions (77) 
mi eliniino siieeesHivcinenl. ees (rois qimnliles, on olilioudra (rois 
anlres equations comprises dans la smile Idrmnle 

cos?. rosp 

cos (i „ cos y eosp c.(isy,> rusy,, c.nsa cosy rosy,, 

cos v 

cosy,, cusp • reset c.osfi,, 

Soienl, ninintrmml ,r H , j,,, z„ les eoordonnees du point A; ;v, /, s 
callus dn point ll;r„, /'les rayons vee.lnurs OA, OH cl, S I'auglo corn- 
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pris cnlro cos memos rayons. On lircra do la lormule (79)* ( ' n ayaul 

ogard aux equations ( /| 9 ) cl (78), 


cos). 

< osj3(, cos 7 — cos (5 cos-/,, 
cos /J 

(*037(1 COS? — COS 7 CO&O'ii 


coso’a cos (3 — cos a cos(3„ 

(cos 2 ). -I- COS 2 p - ! - cos a v ) 8 

[(cos 3 o cosy — cos(3cos/o) 2 -l~ (cosy 0 cos« — cosy cos a„) 5 -i* (cos o',, cos (3 — rosaens/i 


ol par suite 

o , cos), __ cosp cosy ___ 1 

,?'m- "J'^o 5 o<r — zu'y .e 0 j' nj'n /’(,/’ si 110 

Le double sign 0 dont so trouvo alfecle le dernier inembre de eltanine 
des tommies (80) el (Hr) indique deux syslemes do valours dos 
angles A, p., v, qui correspondonl aux deux directions suivant les 
quelies on pout prolonger la droilo OP a partir du point 0 . Si colic 
droite est prolongee dans tin certain sens, on devra ruduirc le double 
signc au signc -f~, et Pon lirora des forniules (80) et (81) 


(82) 


__ cos 3 o cosy - cos 3 cosy„ 

- yj>h7.Z z " 

tUo/ — — ‘ , 1 “pi ’ — 

, SI 11 0 

sino 

1 eos cosyocoso-j-cosycostf, _ 

_ z 0 ,v -3.1*0 

j sin 0 

/•„ /’sin 6 

f CQI y _ COS«o COS 3 — COS a COSj 3 0 

_ .r 0 )' — xy 0 

,* ’ sili 0 

r 0 r sino 


Si la droite OP cst prolongee on sens contraire, les cosinus dos angles 
A, (a, v changcroiU do signc, el ees angles so Irotivcronl reinplaces par 
lours supplements. II ne reste plus qu’ii determiner io sens dans 
leque! il taut prolonger Ja droite OP pour quo les equations (Ha) 
soient verilices 011, ce qui est encore plus simple, pour quo chaeune 
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cos). ^ ro.s/J cosy 

— )’o (l o„.{' 3.r„ .*•„/ 

rl par consequent. hi <h'i*i» i rrt* drs trois, ail mm vafeitr positive. Or il 
oM lar.ile do s’assui'iM' (jim colli 1 condition sera romplio si la pcrpen- 
<1 iriihii r<* OP a ole proloii^ce dans nn sons lol <| u’ti n rayon mobile, 
assujclli ii louriier aulmir du point 0, cl a parcourir I’uno a pres 
Taulro , avoc mi iiioiivemcnl do rotation diree.l, los trois faces do 
Dandle solidi! OAltP, soil oblige, pour decrirr I’auglo AOBpdo passer 
do ia position OA ii la position OB. Ailniollons, on oil’ot, ratio hypo- 
llioso. To rayon mobile, on passant do la position OA a la position OB, 
aura evidenimont mi moil voinonl. do relation iliroc.l., non soulemont 
autour dn demi-axr. OP, mais encore an I on r du iloini-axo dos c posi- 
livos, si o.os deux denii-axcs son I si tuns du memo coin du plan AOH, 
r’osl-ii-diro s’ils fnniionl onlro ou\ on angle aigu, mi, ro qui rovio.nl 
an memo, si In eosiniis do «o| angle, savoirnosv, ost posili!'. An non- 
I rail'd, si r.osv osl, nogalif, on si I'anglo v ost obtus, Ins deux domi-axos 
n’dlanl plus sillies du inonio onto par rapport an plan OAIJ, lo moii- 
vomonl. du rayon inobilo sera retrograde. autour du d(‘nii-axo dns 2 
posilivos, Soionl d’ailloiirs OA', OB' los projections dos rayons voo- 
I (Mi rs OA, OB siii* lo plan dos ,r t y f oil, on d’aulros (oriuos, los rayons 
vo, (‘.lours monos dans on plan do I’origino. dos ooordonnoos mix points 
(rtf n#t v„) nl Tandis (pin lo rayon niolnlo pnssora, dans In plan 

OAB, 1 1 o la position OA ii la position OB, sa projoolion sur lo plan 
dos ;v, y passera do la position OA' ii la position OB'; ol In imnivoinonl 
do col to projoolion autour do Paxodos s sura ovidcmmcnl do memo 
espocn (|iio. In iinMivrmo.nl. du rayon mobile., c’osl-ii-diro. dirocl on 
retrograde, suivanl. quo la ijiianlile r.osv aura nun valour positive on 
negative. Do plus, il suit dos romarquos prncisdemmont lailes {voir lo 
problemo II), <|iie In difference 

■'’n y - 

sura positive, dans le premier can, negative dans Ii! second . Done ootlo 

Oluivirs f/c C -- S. tl, I. V. 5 
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difference ct cosv seronl, dans l’hypotliese adinise, des quantiles de 
memo signe, ou, en d’autrcs tonnes, la fraction 

cosv 

*o / — jy-o 

sera positive, ce qu’il s’agissait do demon trcr. 

pRODLfcME VI. — Elan! donnes les angles a 0 , [i 0 , y 0 ; a, , (3, , y, ; a 2 , p 2 , y 2 , 
quo formenl avec les demi-axes dc.s coordonnees positives Irois rayons vec- 
tPAirs mends de I’origine , le premier an point (x 0 ,y 0i s 0 ), le second au 
point le iroisidme au point (at at y it s 2 ), on deman de les 

angles (pie chaque rayon vecteur forme, avec le plan des deux autres, el 
le volume de la pyramid e Irian gulaire comprise entre ces rayons recteurs. 

Solution. — Soicnt A, B, C los trois points quo I’on considero, ot 
dcsignons par r n , /•,, les rayons vcctonrs OA, OB, OC. Soient on 
outre S 0 , 8.j los angles rcspoctivcmcnl compris ontro los rayons 

vcctonrs r, ctr a , r a ctr 0 , /* 0 etr,. Enlin, ropresontons par e u , £,, e 2 los 
angles quo chacun des rayons vecteurs r 0 , r n r., forme avec lo plan dos 
deux autres ct supposons qu’un rayon mobile, assujolli a tournor 
aulour du point 0, et a parcourir avec un rnouvoment do rotation 
direct les trois faces de l’angle solide OABC, rencontre to uj ours los 
rayons vecteurs /' 0 , /•,, r 2 dans Pordre qu’indiqucnt les indices 

°> >» a, 

ranges de maniere i\ offrir les trois premiers termes d’unc progression 
croissante. Dans cottc hypothesis si l’on noramo X, p„ v les angles quo 
forme avec les demi-axes dcs coordonndcs positives un domi-axo OP 
perpcndiculairc an plan du triangle AOB, et silue par rapport a ce 
plan du meme cote que le rayon vecteur r a , on trouvera (probleme 
precedent) : 


cos A — 

cos(3 0 cosy, — cosj3, cosy 0 

J'n s l ' 

~~ J’l z o 


sin d 2 

'Vi 

sill o 2 y 

COS fJ. = 

cosy 0 cose/, — cosy, cos« 0 

_ - 

-ZjXo 

sin 3 2 

r 0 /’l 

sino 2 5 

cosv = 

coscc 0 cosf3, — cosa, cos {3 0 

— *0.y, 

-^>7o 


sin o 2 

r 0 A 

sin 
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i)e |^1 us, Fangio COP, compris entre lo rayon vcclGiir r._, ot Ic rioini- 
a\o OP, ctant un angle aigu, son cosinus sera positif, ot par conse- 
quent ogal an sinus do Fangio aigu oil ohtus £ 2 , compris on (re lo memo 
rayon vocleurr, ct lo plan OAB porpondiculairo an dcmi-axe OP. On 
aura done 

sin e 2 — cos(COP) = coso -2 cos X -h cos [3, cosp. -I- cosy 3 cosv: 

puis, eu subsliluant aux quantiles eosl, cos[*, cosv lours valours 
(irons ties equations (8/j), on trouvera 

in£ a = i c, 25Yi — cos» u cos[ii cosy » h- OTi cosflgcosy ,,-- i oo sPi.cosy a -i- coq« s bos^o cosy i — cos «s r osfti cosy u 

sm o » 

_ J ’0.1 i 3 2 ’ ?; o .)'2 - 3 j -1- Xj J a^Q — .f| , rp v 3 -f- ■ r 8.)'0 1 — - g a J'l _ 
ro/'ii'i sin S a 

Pour (leduire do la formula prccedonlo les valours dc sine,, nt do sins,, 
il sulFira do romplacor successive meiU la quantile sin£ a par sin£ 0 
et sin 5,. On oblicndra par co moyen deux equations nouvclles, qui 
soront, ainsi quo Fcqualion (85), comprises dans la formula 

sin<3 0 sin£ 0 = sin<3, sin « , = sino* siiu 2 

— cos o'o cos(3, cosy a — cos <x 0 cos (3 2 cosy, 

-h cos:?, cos(3 2 cosy 0 — cosa, cos(3 9 cosy2 
-h cosc ?2 cosjSu cosy, — eosa 2 cos (3, eosy 0 , 

on, co qui rcvienl au memo, dans la suivanle : 

/ /’o f' \)'n siii3 0 sin s 0 — r 0 /•,/'* sill 5, sins, — /•„/•, /’ 2 $>m<3 2 si ns 2 

J ” ^oj’i x o}'n z \ 

(87) { 

1 a: l y (i z i 

I + J'iJ'oZi — 

Quant an volume dc la pyramid c Lriangulairo OABG, il sera equiva- 
lent a la surface du triangle OAB, e’est-a-diro a F expression 

1 . ^ 

- 7V, sino,, 

2 

multiplico par le tiers do la perpcndiculairc abaissco du point C sur 
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10 plan dc cc triangle. Or, cette pcrpcndiculairo etanl evidemmcnl 
ropcesentec parle produil 

i\ cos (COP) = i\ sin s 2 » 

11 on re suite quo 1 c volume cherche aura pour mesurc la quantile 

( 88 ) ~ /VV* sino 2 shifij, 
a laquclle on pent suhslilucr T expression 

(89) ^(-»oyi s 2— ^1/0 — 

Pour oblenir avec lours signos les tonnes compris outre parentheses 
dans cctte dernibre fo'rmule, il suflit do multiplier Pun par Tnutro les 
trois facleurs x,y, z> cn les ocrivant dans Tordre naturcl qui indiquo 
le mouvemenl do rotation direct (Tun rayon mobile assujelli a par- 
rourir succossiveinont les trois faces de Tangle solide forme par les 
demi-axos des coordonnecs positives, puis.de placer an has de cos 
facleurs Ins indices 0, 1, 2, ranges dans un orclrc quelconque. fin 
formant tonics les combinaisons possibles, on obtiendra six produits 
diffbrenLs, don l chaeun devra etre pris avec le signe ~\- ou avec ie 
signo , suivant quo Tordre clans loquel se trouveront disposes les 
trois nombres o, 1, 2, indiquera un mouvement direct ou retrograde 
d’un rayon vecleur mobile assujelli h parcourir sueeessivement les 
trois faces dc. Tangle solide OAbC. La mcme regie s'applique a la 
determination dcssignesdes termes compris dans le second membre 
do la formule ( 86 ), quand on substitue aux facleurs x, y, s les fac- 
tours coscc, cos( 3 , cosy. Ajoutons que cette regie, a laquclle nous 
sommes parvenus cn supposant qu’un rayon mobile, assujetti a par- 
courir avec un mouvement do rotation direct les trois faces de Tangle 
solide OABC, renconlrait les rayons vecteurs r 0 , /•,, r 2 dans Tordre 
indiquo par la eombinaison o, 1, 2, subsisterait egalement si Ton 
admettait la supposition contraire. Alors, en effet, les valeurs de 


IMMCMM1.NMHKS. 


:17 

i'ijsA, cnso, cosv vcnaill it clumber (lit si^nr ( I'nir Ic proldrmr pi'rrr- 
di'ttl )■ ^expression ( 8 <j) cl Ic.s seconds inendires des loi'innlcs ( 8 (>), 

(87 ) cm cjiini}fi'i*iiii‘ii! iinssi, ilc mnnicrc <|uc Ics termcs prdeodemmenl 
all'ccles 1I11 hikin' 1 , li* I <* i*iii(* ,r„ v, ci,,, pnr exeinplc, sc Inmvcraicnl 
iillcclcs 1I11 si^nc . .M;i is il csl i , l:iii* quo, dans In nmivi'llc supposi- 
linn, In i-otn li i 11 :i i^ti 11 <1, 1, •>, an lien il'i ltd iqiK'i* mi niniivenicnl ilc 
rofsil iciti diroel sin- Ics laces ilc 1 ‘iiiij'lc soliilc OAHO, indiqucrnil 11 11 
jiioiivcincnl ilc rulal inn rclrn^nnlc. 

('oro/ftrire I. I,c parall r It* |ii pritr dims leqncl I mis arcles 1*0111- 
cidi'iil nvcc Ics rayons vcdcnrs /•„, /*., n 1111 vidmnc six I'ois plus 

•/mud qiie ci'lui dc In pvrnniidc OAHO, cl par ronscquenl cgal it In 
vnliMir nmncrique du pnlvin'wne 

(j)O) ''I I ***l •i *Ni ’ I **2 *«• 

» • 

('orol/dirr II. I .a lormnle (H(i') rminiil Ic iimyrii dr Irniislnriucr 
li's ciiordumicc.s rcclnn^iilnii'cs ,r, y, ;; d'un pniul i|iiclcoii(|uc dc, IVs- 
pucc (ill rnnnloimrrs rrrlilitfnes Vj. I cmnplccs pnsilivrmrnl sur Ics 
ilciiii-uxcs OA, Oil, 00, r’esl-h-diro sur Ics rayons vcdcnrs r 0 , /•,, r. y 
On cU'el, soil r Ic rayon veelrnr menu dc I’nri^iiic an pniul, (.r, r, z) t 
c|, snpjinsuiis Ics raynns vcclcurs /•„, r,j disposes ciumnc ils doivcul 
IV* I re potir (pie In lormulc (M) sulisislc, Alnrs, si Ics rayons v«r- 
Icnrs /■ soul sillies du uicmc cole du plan OHO, I'exprcssion iju’oii 
obliendra cn divisanl pur siuo„ In second incut lire dc la Idnuidc (H(>), 
cl I’cnipiiMiiml dans re second nicmlirc c.usa,, par 1 <’<>s fi,, par cosy,, 

par V savoir 

./■(cos (3, c.oS’/ a rusfi, cosy, ) l ylcnsy, cos a, rosy* rnsc<| ) 1 ;{cosa, cosfi, cosy* cusp, ^ 

r sin % 

reprcsriilera l(i sinus dc I'liiitfle forme par Ic rayon vcclctii' /'aver, Ic 
plan 1100 , cl Ic. prmluil.de code expression par /■, savoir 

.c(co.sfi| cosy,* * cosfj* cosy, ) l /(cosy, enxaj cosy, cos a,) 1 ,t(coh«i c.os| 3 a • cos« a cosp, 

si 11 
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designed la [jerpomliculairo abaissee tin point (cc,y,z) sm* le plan 
<lont ll s’agit. Lcs expressions (91) ct (92) represenlcraient In menu 1 
sinus ct la memo pcrpendiculaire, pris avec lc signe — , si In rayon 
vecleur r n’efail plus situc par rapport an plan 110(1 du memo note 
quo le rayon vecteur /•„. Do plus, il est facile do s’assurer quo !(' 
produil 

(9 3 ) |siiic 0 

represented encore la pcrpendicnlairc en question, prise aver, le 
signe -f- dans le premier cas, el avec le signe — dans le sneond. 

Cola pose, en egalant Texprcssion (9 2) an produit (93), on trouvern 

(g/j cosy 2 — cosfl 2 cosy,) H-y(cos y , cosy 2 — cosy 2 cost/, ) -h z(cosa! r,os>p 2 — - ros<y 2 rosp,) 

sin o w sin e„ 


Apres avoir ainsi caleule la valour dc on formcru do la memo ma- 
niere les valours dcs coordonnees yj ct *(; puis, on nvaiU egard a la 
formule ( 80 ) et faisant, pour abreger. 


j I) — cos c / 0 cos | 3 , cos y 3 — cos c / 0 cos p 2 cosy! 
( 9 J ) j + cos?, cos(3 2 cosy 0 — cosa, cos( 3 u cosy, 

-h cosoc, cos[ 3 0 cosy, — CGS?j cos pi cosy,,, 


on obtiendra les equations 

C — fl^spijios yj-- - (:ns P« c °s y ,) +.r(cosy, cosy , — cosy a cosy, ) -p s(cos?, cos (3j— nosa, cusp,) 


Of j) ' (1 — CQ sy 0 cosp 0 fos y t )-t- j(cosy 2 cosy u — cosy n cos« 9 ) + g (c os a 2 cos p„ - eosa 1( e« «p,) 


J) 


^£(£0 5^0 co sy , £Oigj_cosyoH- y (cos y p_cos ? , — cosy, cos ? 0 ) + s(cosa 0 cos3, — cosa, ensfr 

i) ~ 


qui determinent yj, ( en foncLions dc x, y, z, ct ruciproqucmenl. 
Dans la supposition que nous avons admise pour etablir cos equations, 
les inouvemonls dc rotation directs, sur los faces dc Tangle solide 
forme par les demi-axes des coordonnees positives, no changcnt pas 
de nature, lorsque an systemc des coordonnees reclangulaircs x, y, z 
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on subsliluolo sysleme des eoordonnees obliques vj, el le mou- 
vomenl do rotation dironl dans cliacun des plans coordonnos aulour 
du deini-axc perpcndiculairc a ee plan os l, pour Ins deux sys (ernes a 
la fois, on un mouvemeiil do droilo a gauche, on un mouvrmont do 
gauche a droite. Dans la supposition contraire, lo dernier memlire do 
la formula (80) ehangorail do signe.. Mais, ooimno lo mmi ora tour do la 
fraction comprise dans lo second monibrt* do la formula (f>4) on cdnin- 
gerail aussi, on deduirail loujoiirs do cos deux formulas combiners 
la premiere des equations (<)(>). Par consequent, l os I'orinules (c)(>), 
dans losquelles la quantile 1) esL determiner par l'equalion (gS), sub- 
sislonl, quelle quo soil, dans cliacuu des deux systomes do eoordon- 
necs, la disposition des domi-axos des eoordonnees posit ivos. 

Pour eli minor des oq nations (<)5) les quantiles y el s, il snllit 
d’ajoutor cos equations, apres les avoir rospeelivemejil multipliees 
par eosa„, cosa,, cosa... 1 in operant ainsi, ct.ayant egard a la for- 
mule (g5), on irouvera 


(97) 


X = £ COS «o H- ■ n cos «, h- £ cos « 2 . 
On Irouvera do inline 

yrr\ cosf3 0 -i- ■ n cosj3, -i- £ eosi3a> 
j = l cosy 0 -I- o cosy, -i- £ cosy 2 . 


Cos dcrniercs formulos pourraionl olre elablios diroetcinenl par la 
simple consideration du rayon vecleur r suecessiveinmU projeld su i* 
les Lrois axes des cc, y, z. lilies no (lilFiu'onl pas des formulos (( 12 ), 
<{ui se trouvonl ainsi etenducs an cas me.me on il s’agit do remplaerr 
un sysleme do eoordonnees roclangulaircs par un sysleme do eoor- 
donnees obliques. 

Gorollaire III. — La formulc (8G) subsislc evidemment, quel quo * 
soil le point auquol alioutissenl tes lrois rayons veclours r Q) /■,, r at e( 
clans le cas memo oil ce point no coincide pas avoe I’originc des coor- 
donnecs. 

Gorollaire IV. — Si les rayons veclours r 0 , r { , r 2 , an lieu d’nbon Lir 



APPLICATIONS J) tr CAL C U L INFINITESIMAL. 


'i<) 

ii mi point unique, aboutissaient a trois points diflcrcnls do I’cspaoo, 
chacunc des trois quantiles 

siiUo, sins, , sinso, 

determinecs par la formule (86), rcprosentcrait lc sinus do Fangio 
quo forme un de cos rayons vcctours avec un plan parallels auv d(»u\ 
au t res. 

Corollaire V. — Lorsque los rayons veclcurs /•„, ;* 9 soul perpon- 

diculaires Fun a l’autrc, les quantiles ot 0 , a,, a.,, (3 0 , ... veriiiont ios 
equations (63) et (6/j). tin memo temps, cliacun des angles 

°o» On °>> £ o> £ ii £ 2 

so reduil ii un angle droit; et, on supposant les rayons vecicurs /•„, 

r,, r\ disposes comme ils doivcnl I’elro pour quo la formule (86) 

subsiste, on lire do cetto formule 
« 

/ i~ <'Osa 0 cos (3 t cosy j— cos a 0 ros(3 2 cosy, 

(98) t -h cos a, cos {3 2 c«sy 0 — cos o', cos(3 0 cosy 2 

\ -h cosa 2 cos(3 0 cosy, — cos« 2 cos^, cosy 0 . 

Si Pon adoplail la supposition conlrairc, lc dernier rnembro do la for* 
mule (86) changerait do signo, el I’on trouverait 

/ 1 = — cosa 0 cos (3, cosy a -f- cosa 0 cos(3 2 cosy, 

(99) ' j — cos«, cos^j co&*/» + cosa, cos(3 0 cosy s 

( — cos a-, cos (3 0 cosy, -+- cos ec 2 cos (3, cos y 0 . 

Los formulcs (98) el (99) sont comprises I’lino et l’autre dans la sui- 
vanlc 

0 ion) 1 =3 (cos Vy oos p t cos y j — eossc^cosPjCOSYtH-cosa, eosyo— eoscncosiioCOSYi'f-cosaj cos p 0 cosy, -wm*, * 

a laquollc on pout armor dircelcmenl, cn combinant ensemble los 
equations (63) ot(6/|). 

PnoitL&Mfi Ylf. — Trouper la plus courle distance entre la droite me nee 
par le point (a? n » j' 01 s 0 ) de man iere a former avec les de.mi-axes des 
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coordonnees positives les angles a lit (3„, y 0 , el to droit e me nee par le. 
point (,-r, ,y n s,) de manidre. a former aver les mdmes dcmi-acces les 
angles a,, (3,, y,. 

Solution. — Soil r lc rayon vectour mono du point z 0 ) an 

point Soit do plus 8 ! ’angle compris outre les droites 

(lonii(’os, chacuno 6 taut prolongee dans lo sons quo delorminenl les 
valours dos angles a 0 , (3 fl , y„ on a ( , |3,, y,; ol nommons £ l’angle 
forme par le rayon voeleur r avec un plan pu rail Me aux deux droites. 
Lo prod u it 

sin cl sins 

(noir le problomo precedent etson corollairc ill) sera equivalent, an 
signe pres, a la quantile qu’on obtient on remplac-anl, dans le der- 
nier membra dc la formulo (86), 

cos o ' 2 par : — - — cos (3 2 par cosy? par 

On aura on consequence 


(•r 1 — 1 roKcosPoCOSY[~cosPiCOSYft)'4-0'i“-/o)(co3YoCOS«i— cosy, cos«u)-i-t3i— JoKeosauCcs^,— 


ci>sa,coSii 0 > 


D’ailleurs, si, apres avoir mene un plan parallftlc aux deux droitos 
donnecs, on projette lo rayon voeleur /' sur un axe porpendietdairo 
a ce plan, la projection, represents par lc produil /• sins, sera evi- 
demmont egalc on longueur a la plus courto distance outre les deux 
droites. Done cctte plus courto distance sera detorminee par la for- 
mule 

( rsin£ = rfc[(^i — ^ 0 )(cos(3 0 cosy 1 -~cosf3, cosy„) 

( 102 ) * -/o) (Cos y 0 cos — cosy, cos « 0 ) 

( H- (Sj — -o ) (cos« 0 cos(3, — cos«, cos]3 0 )]. 

Pour savoir si le dernier membre de cette formulo doit etre a fleets du 
signe -+- ou du signo — , il suifira de mcner par le point (at 0 ,y t , s„) 
deux demi-axos qui ferment avec ceux des coordonnees positives, 

OEiu’res de C. — S. It, t. V. 6 
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I« premier les angles a 0 , fJ 0 » ,Vo» le second les angles a,, p,» 7,, ol 
dYxaiuiner si un rayon vcctour mobile, qui ddcrirait Tangle compris 
entre res deux domi-axes de msmiferp a renoontror le premier avant 
le second, aura, antour du rayon vecteur r, un 1nouven1e.nl de rota- 
fiou direel mi retrograde. 

Corolla ire. — Lorsquu les droites dnnnecs sc reneoutreut, lour plus 
eourte distance s’evanmiit, cd Ton a par suite 

l (*»i — >»n) (cos(3„ cosy, — 'cos(3, eosy„) 

(m3) / 0 )(eosy 0 cosa, — cosy, cosc'o) 

\ -+- (si — s# ) (cosoca o.os( 3,~ cos a, coa(5 0 ) = 0 . 


CALCUL MFFERENTIEL 


PREMIERE LECON. 


INC.I.lNAlSON n'oKIi COlIHUE PEAKE EX UK POINT ROM* ft. EQUATIONS 1)E I. A TAMSRMT 
r.T OF. I. A NORMAI.E A CETTE COUUDK. 


Consitl 6 i’ons uno courbn piano representor par uno equation ontre 
iloux eoordonnocs roctangulaircs x t y. Designons par Aa,\ Ay les ae- 
oroissements simuUancs quo prennent x et y dans lc passage d’un 
point a un autre. Monons par le point {x,y) mi demi-axe parallele ii 
l’axc des x ct dirigo dans lc sens des x positives. Refill, eoncevons 
<111*1111 rayon voclcur mobile, applique d’abord sur ce rienii-axc, tourno 
an Lour du point (x>y) avec un mouvcmonl dc rotation direct ou retro- 
grade, ct h’arrelc, apres unc ou plusieurs revolutions, dansune posi- 
tion telle qu’il coincide alors avec la cordc menecdu point (x> y) an 
point (x h- Lx t y -h A/). Si Ton nomine n Tangle qu’aura decrit !o 
rayon veclcur, cet angle Giant pris avec le signe 4 ~ ou avec le signe — 
union quo lc mouvemont dc rotation aura etc direct ou retrograde, il 
su (lira, pour determiner tango, de remplacer, dans la scconde des 
formulas (a 3 ) dc la page 20, x par A.r, y par Ay, ct p par o. On aura 
done 

Al- 
t') tangcj= 

Si, do plus, on dcsigne par 2 , yj les coordonnees variables dc la corde 
ou secante mencc du point (a?,/) au point (a? -1- kx,y + Ay), on 
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aura encore 

( 3 ) 

et par suite 

(•*) 

on 

( 4 ) 

On poii m it, an rostc, etabiir direclcment la dorniero equation, on 
projetant successivonicnl sur les axes des x et dcs y les deux lon- 
gueurs comprises, d’une part, entro le point (x,y) et lo point (£, vj); 
do l'autrc, entro les points (x,y) et (x -+- Ax, y -+• A)'). I2n efTet, il 
serai t facile tie rcconnaitre : i° que chacunc des fractions 

*-y izzJL 

A/ ’ Ax 

. est equivalcntc, air signe pres, au rapport outre Jcs projections des 
rleux longueurs sur Je memo axe, et par consequent au rapport des 
longueurs clics-mcmes; 2 ° quo cos deux fractions sont des quantites 
dc memo signe, savoir, des quantites positives, lorsque les points 
(?* Y l) t‘t (a? -t- kx, y Aj') sont situes du memo cote par rapport an 
point O',/), et dcs quantiles negatives clans le cas contrairc. La for- 
nuilc (4), ainsi elablie, s’elcnd evidemmont au cas memo ou 1’on 
designerait par x et y des coorclonnocs roctiligncs obliques. 

Parmi les quantites positives ou negatives quo Ton pent prendre 
pour cr, rune est cgaic, au signe prfcs, a I’anglp aigu compris outre la 
secanlo qui passe par les points (x,y), (x h- Aa?, y -h Ay) el I’axe 
des Cet angle lui-mcme est ce qu’on appclle Vinclinaison do la 
sccanie par rapport ii l’axe dont il s’agit. 

Conccvons a present quo le point (x + Aa?, y-hAy) vionne k sc 
rapprochcr indcfinimenl du point (x,y). La secantc qui joint Ios 
deux points tendra do plus on plus a se confondro avec unc ccrtainc 


■n — y 

7 = I anger, 

K — 0 


o —y _ Ar 

\ — x Ax 


n—y _ £ —x 
A y Ax 
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W 

droitc quo Ton nommc langenle h la courbe donnec, ct qui louche la 
courbe au point Pour determiner la direction de cede fan- 

gciite, il sultira de ch archer la li mite vers laquelle converge Tangle cj 
tandis quo les diflcrcnces Ax, Ay deviennent infiniment petites. Si 
Ton designe par ip eettc limile, et si Ton prend x pour variable indr- 
pendante, on lirora de Pequation (i) 

(•>) . 

Parmi les valours positives ou negatives de ip qui vcrilicnl 1 ’equation 
precedente, cello qui sera la plus petite, abstraction faile du signe, 
IV ra connaitre Tangle aigu compris entre la tangeutc ct 1’axe dcs .r. 
Clot angle sera cc qu’on lionnne V inclinaison de la langenle on i'inrlt- 
naison de la courbe au point (x,y) par rapport n Taxe des x. Soil c 
Tangle dont il s'agit. On verifiera la formulo (5) on prenant 

lc signo 4 - dovant Giro prefers si Tordonncc y croiT avec Tabscisse x, 
et It; signo — dans le cas conlrairo. Par suite, on aura dans Jo premier 
cas langT =y'; dans le second, tangT = — y'\ et Ton trouvera gene- 
ralemenl 

y' 

langT = ±/, seer = sinr =± 

V'+f* 

r i/ 1 — i— v i 

coir ~dr — cos6cr = ± - — cost— 

Concevons encore quo, dans les equations ( 2 ), (3) ct (4)» on fassc 
converger vers zero les differences Ax et Ay. En passant aux limites, 
ot dcsignant par rj les coordonnces variables, non plus de la secante. 
mais do la tangenle, on trouvera 



(7) 

et 

(«) 


? — - = tang 4* 
s — ^ 

■n-y __ ( Jl- v / 

4 — x clx J 
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Mi 


mi 

( 9 ) 


n — Y __ c-^ i 
dy ~ dx 


Les tommies (8) ct (9) sYtcndonl evidemmcnt au cas memo oil l’on 
ddsigno par x of y ties eoordonnees rccliligucs obliques. 

Si par It* point (a*,.)') do la coiirbo dounec on mono uno droilo per- 
pcndiculairc ii la tail gen to, cctto droilc sera co qu’on apjiollo la nor- 
male au point donl il s’agil. Pour doduiro I’equalion do cotle normale 
do Ja (’orinule (7), il suffira evideminont dc remplaccr Tangle par 

'\i zfc -• On aura done, en dcsignanl par £ etY) les eoordonnees do la 
nornialo 


(10) 

of par suite 
(n> 

ou • 



0 — r _ dx _ t 
i-x~ dy~~ y* 


( ,a ) (t — x) dx + (-0 — /) dy = o. 

Soicnt mainlonanl 

(| 3 ) f(sc,y)=zo 

1* equation do la courbc donnfic, uly(x t y)> /.(a?,/) les derivees par- 
tic lies dc f(x,y) par rapport aux variables x ctj\ On lirora do liqua- 
tion (1 3 ) 

C>4 ) ?( /) dx + x ( ■*» :') ^ = o ; 

puis, en combinant cctto •derniero avee les formulcs (9) el (12), on 
trouvera, pour Tequalion de la tangente, 

( j5 ) + 0 — y)yA®*y) — °> 

et pour I’equation de la normale ■ 


j — x _ -n~y ^ 

?(^y) vS^yy)’ 


(iG) 



C A L C U L ]) 1 FEE U EN T I EL. 


on 


hi 


(' 7 ) U - ^)x( — (fl — y)<*(x,y) — o. 

II os l bon do rein arq nor quo, pour obi enir l' equation tie la langente, il 
sujjli do rcmplncer , dans 1 ‘ equation differentielie de (a coarbe, les diffe- 
ren twites r/.n, dy i par les differences fades H — a-*, y) — y. An oontraire, 
poui' nbtonir 1’ Aquation do la normals, on devra rcmplacer dy par 
\ — o'., ot dx par — (yj — y). 

On pout observer encore quo les formulcs (i/j), ( 15 ). (.6). (t 7 ) 
no ohangeruient pas, si la conrbo clonuco elait representor noil par. 
Toquation (i 3 ), mais par la suivanlo : 

(iH) f{x,y)~c, 

Kalin, si, dans los equations (i 5 ) o,t (17), on rogarde los coord on in' 1 os 
5 » ‘0 com mo conslanlcs, ol los coordonncos x,y commo variables, on 
obliendra non plus los equations do la langcnlc ct do la normalc a la 
coui’bo (i 3 ) ou (18), mais los equations dc deux nouvclles courbos 
qui soron t los lioux goombtriques des points oil la courbe (18), <*[ 
colics qu'on on deduit on faisanl varier la conslanto c, soul ren- 
oontrees par dos droitos nor males ou langontes qui concouront au 
point (£, yj). 

Lorsquo In fonclion f{x,y) cst une fonclion entiere dit degre w, 
los premiers mcnibrcs dos equations (i 5 ) 06(17), consideres commo 
lonctions des variables x, y, sent on general du memo degre m. Alors 
los courbos representees par los equations ( 1 3 ), (18), (i 5 ) et (17) 
sent ce qu’on appello dos courhes du degre m. Si l’on suppose on outre 
quo la fonclion f(x,y) no ron forme pas de tonnes constants, ct si 
Fon design 0 par a la somme des terines du degre m, par 0 la sonnne 
dos tonnes du degre m — 1, par ip la somme des termes du degre 
in — 2, . , les equations (18) et (i 5 ) deviendront 


(19) 


U H- V -+- IV -+- . . . ■= c, 


(20) 





dv 

Ox 



Oy 

& 



o. 
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O’aillcurs, it, r, <r, ... efanl ties functions homogencs, la premiere <ln 

degiT* m, la secomle du degre m — i , la troisieme du degre m — 2 

on atirai on vertu du theoreme ties fonctions homogencs, 


(?0 


du 

du 

X -T- 

dx 

•+■ y ~r~ 
- dj 

de 

de 

,-r— 

V ~r~ 

dx 

“ dy 

(hr 

dw 


— mu. 


dx 


dv 


Do ces dornicres formulas, combinees avoclcs equations (19) 01(20), 
on tirera 



<)v dw 
t dx + dx 


/ du de <)tv 
W + dy ** dp 



— me — vr~ air’- 


L’equalion (22) rcprcscnlc, quand on regard e les coordonndos cj, vj 
romme scules variables, la tangontc incnee par le point (v,y) ii la 
courbe (19), ct, quand on regarde les coordonnees tv, y eomme soulos 
variables, unc courbe du degre m — 1 qui renferme Jcs points do con- 
tact dcla courbe (19) aveclcs langcntcs qui concourentau point (5, yj). 
Si 1 ’equation (18) sc roduisail ii 

(a3) u — c, 

u designant unc fonction homogcnc du degre m , liquation (22) do- 
viendrait 

, , * u ()tl ()u 

(2i|) {-•/)— — me. 

dv <)y 

Exemplel. - Considerons lc corclc represent par liquation finio 
(*5) x'+y*=i\\ 

Liquation diXforcn tiellc de ce corclc sera 

(26) X dx -b y dy ~ o . 



Ola post*, on trouvora, pour I’equation do k tangento an poinl (a',y), 


(27) .r(c — .r) 4 -,r(o -- v)=-o 

Oil 

iaS) .i-' 4- vo l» 2 , 

el, pour I’equation do la normalt', 

2 U — .r) - - ,!■{/] — y ) » 

Oil 


L’dquatiou (277, lorsqu’on y rogarde les eoordonnoes (a;, )') coiiimi! 
scales variables, roprdsonle an nouveau eereloqui no depend pas da 
rayon da premier, et qai a-pour diqinelro la distance comprise outre 
I’origmo et le point (5, yj). 11 audit, comma on sail, do constraint re 
nouveau eerelo, pour rosoudro le proldemc qai consisle it manor par 
le point (\, yj) lines tangento an eerde donna. On obliendra mie autre 
solution tin memo problome, si 1*011 eonstruit la ilroite rep rose 11 too 
par (’equation (28) dans le cas oil 1 ’on fail varier x et y. Or, pour 
tracer cello droite, il audit d’obyerver : i° quklle esl porpondiculaire 
an rayon vectear compris outre I’origme (>l le point ($,Y|); 2 0 quo la 
distanee do I’origino a’laquelle olio coupe sou rayon- vedeur ost mu' 
troisieme proportionnelle au rayon <lu eerele donna el ait rayon veo- 
tour lui-inemo. 

(Juan L ii i’equalion (ap), olio reproduit (0 uj ours la memo ligne, 
quel quo soit, enlro les deux points ^,*q) et (m,y), celui dunl on 
regarde les eoordonnoes comme variables, el (die represeule dans 
tons les cas, ainsi qu’on devuil s’y attendee, tine droite passant par 
rorigine. 

Kxanple II. — Considerons t’ellipse ou rbyperbole roprosenlee par 
I’cquation finie 

( ? >o ) A .r- 4- i I» ay 4- ( ' y- ~ iv . 

OEutnca do V — b, II, l. V 
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L’equalion dit!eivnficlle do ccttc courbc sera 

(.J|) ( V.r-t- P/) dJC + (ILr -+- Cj )//)' = «. 

Par suite, on Irouvora, pour Poqualion tlola langenle au point {.v, y) t 
(3>) ( V.r-I-Pp )(£ — a) -I- (lU -I- Gy) (n « 


(.13) Asc, + P(/£ + -1- Cr/i = K, 

cl, pour {’equation do la normalc, 

(34) ( U--h !*/)('/) — y) Ur) (£“•*)• 

Lorsque, dans les equations (32) el, (33), on regardo los coordon- 
necso;, y commo souIcs variables, cos equations ropresenlenl, la pro- 
micro, une eourbo semblablc a la courbc donnec, el don l im diamelre 
coincide avoc !e rayon vcctcur mene do I’origine au point (£,*/)); la 
seconde, une droile qu’il sndira do construin', si 1’on so propose do 
inener par le point (£,•/)) une Langenle a I’ellipse on a Phyperbole 
proposer. 

Si I ’ellipse ou Phyperbole est rapporlcc a ses axes, son equation 
sera do la forme 

.».» v 2 

1351 — — "I - — -i" r 


a , b dosignant les longueurs des domi-axes. Alors Pequalion (33) 
deviendra 

( j(i) 2«±&!=±,. 

a 1 b 1 


Pour construiro la droile represcntcc par ccttc derniere equation, dans 
It* cas oil Ton rogardc les coordonnces x, y cominc seules variables, 
il sutfilde chcrchcr les points oil ccttc droile rencontre les axes. Or 
il csl facile de irouvcrces points, attend u quo l’abscisse ou Pordonneo 
do eliacun d'eux, elant (abstraction faite clu signo) une troisiemc pro- 
portionnollc a I’un des demi-axes et a Pabscisse ou a Pordonneo du 
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|h) i ii I ( /j ), ro nsc*rv<‘ , ;m si^iu* | > ro s , hi menu’ vah* u r. quaad I’ellipse 
mi 1'hvperlude csl ifinplarrr par tin ecrele qni a I'mi des sixes :»</, ■</> 
priu r diamelrc. Si Con suppose, en pn rl iciilior, quo hi c*mi rlic* soil line 
ellipse, i*l si Con deertl Irois eerclcs qni airnt pour diamelres, le pre- 
mier l’;i\r -*//, lr smmd I'axo "/>, el lr Iroisiemo lo rsmin \erlriir 
mene ilr I’oi i^iiii' mi point ( $ . y, i . aim's, pour | rarer la (aureole 
mi < * i h* i • par t*i* poiiil ii I'ellipsc, cl ilrl itiij i m*r Ics pninls de lan^onee, 
il siillirii cl i* joimlrc par lino ilroilr lo point oil la conic d'iiilcrsoelion 
(In pm nice cl 1 1 ii I mi sic me rerrle re neon Ire rn I’axo des .v nvee Ic point 
oil la conic il’i nlersceliiui iln second cl du Iroisiemo eerrlo renron- 
Ircra I’axc des y, Celle droilc coiipcrn I’ellipse aiix points dcmainlcs. 

A '.vrnifth' III. CoiisidiToiis la parnlmlc rcproseiilee par (’equation 

linie 

(.i; ) > ‘ I/' r. 

I. ’equation dillerenlielle de eel I e eoiirhe sera 
( :IS ) yd) /> d.r, 

Ihir suite, on Iroiiveni, pour I 'equal ion de la lan^enle an poiiil (.r, v). 
«:)()) **(vi . 1 ) /'U: •'■) 

Oil 

M<»> .mi /'“> /'■'•* 

el, poni’ I’cquation de la normnlc, 

( \ I ) ■< ) I /'( U .• ) *«. 

l/nqiialion (.’Jp), qiiund on y re^arde Ins enordonnoes ,r, y eomme 
smiles variable’s , rnprrscnle line paruhole de memo foriue qne la 
propose!’, el, donl I'axe, parallide ii I’axe ties .r, coincide avec. la 
(li’oile v ■ f C I/equalion (/jo) represmilc, sous la memo condition, 
hi tlroile qui reid'erme les points do lanjp’jieo (les deux lan^eiiles 
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hi 

inenri's u la parabolo proposco par It; point (£, yj). Or, pour eonslruire 
cello droito, il mi (lira d’obscrver qii’cllr coupo 1’axo des .r an poin! 
dont I’abscissc es( ugalc a — £, et 1’axe dosr 11 1111,1 dislanoo do I'ori- 
gino deux Ibis plus gran do quo la pcrpondiculaire abaissbe du I'oyor 
snr 3 1 * rayon voclour mono do I’origine au point (£, vj). 

tijccmplc IV. — Considcrons la eourbo qu’on nommo logarillunujuc, 
of dnnt I'ordonnee ost equivalent an logarithmn do 1’abscisse. Si los 
logarithm os soul pris dans lo sysleirio donl la base ost A, cl design cs 
par la caraeleristiqhe, L, on faisant, pour abregor, 

dv= 7 "’ 

on Irouvora, pour Toq nation finic do la logarillnniqno, 

( -1 - ) y — \.,r ~ a\,r, 

of, pour I’dqualion diflerenliello do cello eourbo, 

(43) dy ~ a on j' dy — a dx\ 

Par suite, les equations do la tangent el do la nortnalo doviendront 
(-44) a-(n —j) = «(c — .r) on ,v(n 4- a ~y) at 
of 

(4‘>) •*'(£ — -s) -+- a(-o — y) = o. 

Lorst|u’on regarde los eoordonnccs ‘q conime constants of los eoor- 
donnees .a*, y eomme variables, los equations (44) ot (45) roprd- 
scnlont, la premiere uiio hyperbole, dquilatbre qui a pour asymptotes 
l’axo dos y ct la droito/ = « + v), la socondc une paraholo dont l’axo 
ost parallole a l’axe des y. Cette hyperbole ct cette parabola eoupo.nl 
la logarilhmique dans los points on olio, est roneontroe par les droifos 
tangentos el norinalcs qui concouront au point (2j, yj). 

Exemplr V. - Considcrons la eourbo quia pour equation, on corn*- 
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5:5 


Y , , , \Z'* J "+* i ,J 

- = UnigL- — n - — 


donneos rcctangulaircs, 

(-10) 

on 

( 4 7 ) arc tang ( = L \/.P + T 5 — L R - « ( I yG? 9 + p — ! R ) ( 1 ). 


On s’assurera aisomonl quo nolle courbo osl du genre <lo relies quo 
I’on nommc spiraies, qu’olle I ait nno inliniio clo revolutions aulour do 
I’origino, on tin qu’clle so deplane el tourne auLour do l’origine sans 
changer do forme, quand In constante 1\ change do valour. Hollo memo 
courbe, qu’on nomine la spirale logarithnriquo , aura pour equation dif- 
t cron l i olio 

(4H ) x dy — y dx — a(.v dx H- y d) ), 

Par suite, los equations do sa langonto etde sa normale deviendronl 
Up) -r n -jE-'-alxit — x) -I- y ( '0 —y ) J 

et 


(5oj — + —r) ■+■ a(xn ~j'|) = o. 

Lorsquo, dans ces dernieros form ulus, on regarde x , y comnio smiles 
variables, on obtient ies equations do deuxcerclos <| u i onl pour corde 
coninumc lo rayon vcoteur mono do I’originc an point (H, vj), qui onl 
pour diametro ce ravon voctour succcssiveincnt multi plic 1 par Ies deux 

expressions yi + \fT~-\- d ' , et quo 1’on trace on decrivanl snr fa 

corde commune des segments' capables des deux angles, dont Pun a 
pour tangcnle frigononietriquo et 1’autre pour colangenle la quan- 
tile a. Homme ies deux eereles-donf il s’agit coupon! la spirale loga- 
rithmiquo dans tons les points on idle est renconlroo par Ies droites 


(>) Conlorm6mont aux conventions (Stabiles dans la promifero Panic du Conn d' Ana- 
lyse, nous fiusons usage do tiolalioiis qui ronfennont dos paroiilliesos doubles, loulos 
les fois qu’il s’agil do roprOsontoi* des foticlioiis qui admollont plusiours valours : par 
exemplc, un quolconquo des arcs do cerclo qui impendent a uno Itgno IrigononuMriquc 
Uonn6o. 
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n'i 

tangcnlcs on norinales qui concourcnl an point (H, yj), iis lournissent 

tin mo yen facile do construin'. cos memos droiles. 

Rn terminanl eolte boron, nous ferons observer quo, si les drmi- 

axes des .r el ties y positives, an lion d’etre perpendieulaires I’tin it 

i’aufre, eompronaiont enlro eux I’anglc £, (’equation ( t) dovrail elr<; 

rem placed par la suivanle 

, . siriBT A y 

foil — ^ — , 

silHo — nr) A jc 


a laquelle on parviendrait on considerant lo triangle qui aurail pour 
rotes les valours numcriques de A.r, Ay, otcomparant cos cotes aux 
sinus des angles opposes. Alors il faudrait aux equations (i), (7) 
et ('in') substitiior les suivanles : 


1 00 ) 
t5i) 


> 1 ) 


sin 4* _ , _ 

sitl(o — d;) — 

n - r snip 

c — sin ( 6 — d>) 


Inngi]/ 

siu 0 — coso Laii^ip’ 




hint ip ± - 


sin ( 0 ' 


sin o laiigp cost) 


Or, en vciTu de la formule ( 52 ), l’inclinaison x de la courbo don nee, 
par rapport a 1 axe des x % aura sa tangcnlo IrigonomAlrique deter- 
ininee par la formule 

t35) lan ^ ~ clo ~ ± limgT ’ 

,0e plus, en combinant les formulas ( 52 ) et (53), on reproduira, 
comme on devait s’y aLtendro, liquation (8), qui sera toujours celle 
dela tangentc a la courbc. Enfin, si Ton olimine langi[/ entre les for- 
mules ( 5 /| ) et ( 55 ), on Irouvcra pour 1 ’equation de la normale 


t 5 C ) 


vi — r _ 1 4-ycos d 

i - y' 4 - C0s3~ " 


cu.cm. immtK.N'Tiia. 


mwxiKiUK mm . 


01, S luMilMU'. W'l'flMH SiMis mtil-.MM, M»Ch MIIMUIIS, HMilSIl.H II MIII'UIIS 

in *J cm iilll 4 N k M 4. 


he-. ('•i|ii;ili(}|>h ( t* » el (mile la 1 . 1 * 1 * 0 1 ■ |HTreilrnle, i|ii;iuil on i-hin 
ilere ; cl q cnimiir seiiles v:i ri:i fi t cm . I'cjHVM’iili’nl , airiM ijii'mt I’a fail 
voir, Irs ilrnilcs (;i n^cii ! (*m cl mu-mnh l M meiiccs \\ one conrlie phi m* 
par Ic (mini ( r, v )• Si, iIiiiim res tucinc.s t«ij usif ion on |m.c / ( n, mi 
lironi ilc l,-i premiere 

1 1 ) •/ ; t 

* i 

d ilc la sccomlc 


il cm resulle ijmc lis valours n u n* c rirj h cs lies expressions 


c\|j ri nirn I Icm dihlunees eomplees Niir I'axe lies ,r, enlrc Ic pieii dc 
roriliMiniM* X el les (minis on eel axe cm renroiiire pn r In [siii^cnlc 

cl hi -1 1 1 a i r ;i la ciMirhe. lies ilislunees muiI re ijm’oii appeflr hi w ms- 

(un^rntr el la sous-nonmilt’ tie la emirhe, j-eialives an (mini (.r, rs, 
Domi*. .si I'om (li'si^in 1 la smis-normale pur I 1 c I la .sons-lniipenle par V, 
on aura 




IT 


1 * 1 ) 


) 



V 



;il) APPLICATIONS DU C.YLCUL I N PINITKS I M A L. 

Il -1 a ij»nes» ctant choisis tic nmmcre quo los valours do, II ol. do Vsoionl 
|iosi lives. 

On pent rcmarquer quo I’orclonnce y osl dquivnlontn, au sigim 
pros, ii la moycnne gcomelriquc ontrc les doux distances II cl V, 
puisquo o.olfos-ci, clant niulliplioos l’uno jmr Pantro, rionnunl y* 
pour produil. 

Los longuours complcos sur Ics droilos tangonlo, ol. normale, onlro 
la courbe ol l’axc lies a?, son t ce qu’on appello la longueur de. la tan- 
genie ol la longueur de la normale, ou, plus simplomo.nl, la tangenle 
ot la normale de la courbe. IDIios sorvonl d’liypolonusos a dou\ 
triangles rectangles qui out pour coles rordoimoo y roduilo a sa 
valour nu merit] ue et la sous-tangenlo ou la sous-normalo. Done, si 
I an designo la tangento par T et la normale par N, on aura 




ot, par suite, 

i i 


A' = ±y 




T = -/\/ 


, + j» ! 


l'‘ "'S' 11 -' ■+■ 1111 )'* signe - devanl <Hrc preloro suivant quo I’ordounce,)- 
i’ora positm* on negative. 

Les equations (3), (/i), (j) et(G) peuvenl encore elro. (acilemunl 
.'.Uluit.-s lies lurinulos ((5) de | a Locun prccMenlo, dans Jesq Indies - 
designe I'iadmaisun-dc la courbe pruposde au point o'est- 

a-difi' 1 angle aigu forme par la tangento avoe I’axo des a;. Kn oll'el, 
dans les triangles rectangles qui out pour hypotenuse les longueurs 
appelees Ian genu- et normale, Ic cote Oummun, e'est-a-dire l'or- 
dmim-e V reduilc ii sa valeur numeriquo, forme evidommonl aver 
111 tangento tin angle egal ii ; - t, et avoc la normale un angle egal 

“ " l>la ro11 co “ struit u " cercle, qui ail lo somuiet do I’or- 

donnee pour centre et 1'ordonneo elle-memo pour rayon, on rocon- 
"a.tra .mmedwlcmcnt quo les rapports de la sous-normalc, de la 



r: \u:m, in m : : in- nt i ki 


r; 7 

ilc la uormalo id dr la In n^rii ( r an rayon du mvlr niil 
pour \ alniiis rrsjii'cl rv**:. 

I.nip,,'. nil,', 'iiV;’, n>MVr. 

I -in roin.ripirnrn, la sntiv-iuiniialr, In Miiis-lunj'riilr, In fioriunlr rl la 
laii{<riilr srrniif rr I r*«*s par Ins wilrurs iHimdriijm^ drs prndmls 

I ) 1 lull!: t V»olv, sim* | rii-iv; 

on, *d I'mt ;i t* {pil'd nits lorinii It*'. ( t» ) tie In l.rniii prerndriilo, par Ins 
vnlnni'f* nitnirritj ti**s d«"* •* v i m?» 

• M‘« » ► ' 4 . Tl / 1 

H.vrr/ijifi' /. Si la noiirlie diumre roiiirido iivi'i' !i* mvlr rrprn- 
M'nl n par lYnpialimi 

(t,> t’ly a 1 . 


Iiw valours tin (!, V, N, T doviniidroul nsprr.lm'moitl 

I , ' V ' (“' N It. T ' “(It- .<>r. 


I.a HtiiK-iiormiili 1 si' I'nduini dour ii la valour iiiimeriipu* do I'aljsnissn, 
cl la iiuriititl c* an rayun, no t|inl I'dnil I'nniln do prrvuir. 

tt.ir/ii/j/r //, Si la roiirlm dmuini* nnmnidn aver r<'|lip*«<< «»n I l»> 
perlude roprrsniilnn par rr*«j mil i on 

a - 9 . )* 


on Irmivcra 


U'O 


iWiiir?/ i/f V. 


1 it 


,i* ' 


• (■:: ■ 

-)• 

h | / m 


IP ■ 
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II suit ties equations precodon les : i° quo, dans Tel I ipso ot dans 1’ hy- 
perbole, le rapport de la sous-normalo a I'abscisse est linn quantile 
constante; 2 0 quo la so us-tan gen to ost indopondanle du domi-axe 
design e par b. Par consequent, la sous-langcnte consorvo la memo 
valour dans Tcllipso qui a pour equation 


(i 3 ) 


yl - 
& ~ 


et dans le oerclc ilccrit de l’origine commc centre avec lo rayon a. Cos 
roinarques fournissent le moycn dc conslruire facilcmcnl Ins sous- 
normales et les sous-langontos des courbcs reprosen to ns par les equa- 
tions ( 11 ) el (i3). Si Ton veulobtcnir on particulior Ic point de ren- 
contre dc l’axe des x et de la normale correspondante au point don I 
I’abscisso cst x, il sullira de porter sur l’axc 2 b, ot a parti r do Pune 
des extremiles dc cet axe, line longueur egalc a ^ b , puis do moner 
par Pcxtremite de cettc longueur une parallele it la cl ro i Lo qui join ( 
l’extremite do I’axe et 1c pied de Pordonncc y. Cette parallels ren- 
eo ntre ra l’axe des x au point demande., 

Exemple III. — Si la courbo donneo coincide avec la parabolo 
(' 4 ) y' i =2px, 

on trouvera 

(10) U = /j, V —2 x, N =/)*(/?-}- 2 vT) s , T— ax 2 ^ • 

Ainsi, dans la parabolo, la sous-normalo est constante, ct la sous- 
tangente double de Pabscissc. Cos remarquos fournissent 1 os regies 
con lines pour la construction dc la normale el dc la tangenlo. 

Exemple IV. - Concevons quo dans Pequalion (4a) dc la Logon 
precedente on echangc entre dies les deux coordonncos x, y , ct 
faisons toujours L e~a. L’equation que Pon obtiondra, savoir 


(. 6 ) 


x — Ly 


oil 


X7=a\y, 



c \ i.i: ii !. in j*k i-: it k n i* i t*: r 


rnprusnnlera I.i ln^aril lnni(| tit* dans imuvulle jiosi ( ion . Or, 011 

I irera ilr I'rt| t> ul i tin ( 1 1 » ) 

l I ’’ ) <•’' 

ul , | in r •iu i h*. 

•J i 

OH) l. V' , \ »#, N ’ 

a it 

Aiiihi, *ht its lit hi^iii’il hmii|m* 1 1 *!* par l7M|unl’n>n ( i ii ), In sihis- 

I full'll. uili' i'l In MHin-iinriniih* prn|Mir( in la n << 11 c v an ram' du 

ronlumnV. 

ICrrmpJr V. Su p| mimoii ijii'ii parlir *li* I'rn’i^ine de*; rnoriloiinees 
mi piii'li' mir I’jim* ilfs r, rl tlsaii s In sens des r posilivus, line liiiippiunr 
ejjnl e ii II. Ounuevmm <li* plus t| u'ji jii’i'S iivnir ileeril »]e J ***\ l rrmi I «'* tin 
i'I'IIi* 1 1 mint'll r, ul Jivnu In rn \<tia It, line I’iruuiilr'i’iMin 1 <Jn uemlu, nil 
I’, ism* runler le uemln sni* I'iiM* dus.r, I.n puhil tlu fit uiruoiileruiim tjui 
rniiiriiliiif mi prnininr uislniif Jivuu I'tinnum des emirdmniuejn dmrira 
mm nmirliu ipm I’nn iiiuiimu urrAWr. i’l iluiil !7'i|iiii!rmi pninTii elre 
lueilnmeMl elablte par la mellinile siiirsnili* : 

t’niidaiil ipm In eerule nmlnru snr I'aM* ilu*. .r, In uuiilru mu hi u ii vra 
pnrullulninniil an iiiumu itvu, ul In riiymi <pii abmilissail , dans In pru- 
iiiiur inslatil, ii l’urij(iiin, luunmni anluiir du unnlrn un duurivanl mi 
au^ln ijiii uniilra sans uusm\ l)usi^imn.»i par *•» ml initflu, par ’/j Ins 
ummlimnuuM tin unnlrn, ul par .u, lu:« uimniniijiuus du IVvIruinilu du 
rap i n mu hi I u . i|iii mtmiiI aussi Ins niurduiinnus du la uvuloitlu, l/nru 
du uurulu uuinpris uiilm ruxlrumilu tltutl il Vn^il ul In pn i nl oil In 
cumin luiiulmni l'a\n ilu,** ,v anr.i uvidniiimunl pour musiiru In pro-, 
dilii Uni; ul, puisipm Ins divursus paiiirs du ml am mu surunl appli- 
t j nuns i'unu itpivs I'milm snr dns parlies chains tin j’axu dus.r, unni- 
prises nnlru 1'nriginu ul In point tin liin^unuu, In dmilu (fill joiul uus 
deux derniers point* mi, ru <;ui rnviuutau mume, I'aliseisse du uunlru 


\V , C-, 


ft* I c 
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dii cerclc, aura ellc-mcme uno longuour equivalent 11 Bco. Cola pose, 
on trouvera, on supposant, pour plus do commodile, quo Ic corelo so 
soil mu du cote dcs cc positives, 


* = vj — It* 


Do plus, il est clair quo Ics projections algo briq uos du rayon voctcur 
mobile sur les axes dcs x et dcs y pourront clro ogalomonl roprosen- 
lees, on par 

x — h f — -o, 


on par 

On aura done 


■—11 sin c»), — ltcos&>. 


( F 9) ft" — £ = — II sin to, j — o — II cos*) 

et, par suite, 

x r=£ — R sin to, y = <\ — 11 coso>; 


puis, Ton cn conclura, en romcUant pour £ et y) lours valours, 
('10) x = 11 (« — sin to), y = U(i — cosw). 


II sufYira d’elondre les deux fonnulos qui precedent au eas on « 
(lcyicnt negatif, pour oblonir ios coordonneos x, y dcs points do 
la cyclonic silues du cote des x negatives, e’est-a-dire dcs points 
avoc 1 esq u els coincide succossivomcnt Textremito du rayon mobile 
quand lo cercle sc incut de cc cote. Si maintenant on lire la valour 
do o> de la secondc dcs equations (20) pour la substituor dans la 
premiere, on trouvera : i° cn supposant Tangle o> ronferme on Ire 
les Iimitcs o, ic, 


(21) 


x =z \\ arc cos 


It 


11 


-- - v /a 'Dy 


y 


2 0 on prcnanl pour n un nombre enlier, et supposant Tangle cu rou- 
te rmu outre les liniites dz nix, dm^ h- t:, 

, , n f (U— V)cOS«K , 1 , 

(22) X = R arc cos ± ni: — COSttTT /* l\y — y\ 
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(Si 


On pout rcmplacor lcs fortuities (21) et (22) par la suivanto 

( a3 ) as = l\ arc cos j ± \/ 2 Ry — y 2 , 

le radical devant olro affcclc (In signe + on du signc — sulvanl cj tie lc 
rapport 



\ arpcosf+ R_ ' y '> 

V'v R / 



7t 


sc roduit a un nombro. pair ou a un nombro impair. L’equation (2.3) 
reprcsenlo la cyclonic cnlicro, tandis quo lcs formulcs (21) cl (22) 
reprosen tent sculomcnl dcs portions do cettc courbo corrcspondanlcs 
a dcs valours do as comprises outre ccrtaincs 1 indites. 

Ea base do la cyclonic cst la droito sur laquello on fait roulor lo 
ccrclc gcneratcur, ct quo nous avons prise pour axe desaj. 

Quand on se propose do rechercher los proprieles do la cycloido, on ■ 
pout employer ou liquation ( 23 ), 011 Ic sysleme dcs equations (20). 
On rcconnaitra sans peine, a l’aido do cos equations, quo la cyclonic 
ost composoc d’une iiiiinilo do branches, tonics parodies los tines aux 
autros, donl lcs points extremes, situes sur 1 ’axc dcs x , ropondciil 
aux abscisses 


.»“o, .o=±: 27 rR, <r = ±/jicR, # — ± GttJR, 


ct donl chacune cst diviseo on deux parties symetriques par uni* 
ordonnoe corrospondanto a l’linc des abscisses 

a 1 = zb 7 T R , #• = ± 3 ?rR, cv — it 5 teR, .... 


De plus, on difTcrcntiant lcs equations (20), el prenant x pour 
variable inclcpondanle, on trouvera 


(M) 


dx rr It ( i — cos os ) rfco = y f/co, dy = R sin w f/co, 


dy R sin 6 ) 

7 ” tx'~~~y 


JilKy — y* 


( 25 ) 


y 


2ll_ 

7 
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On aura par suite 

/ _ 

l U — it R sin w = \!‘>. Uj- ~ y 2 , 

(*> 

j N— /ally, 



Enfin, on iirera do la formula (a 5 ), comhincc avec la premiere des 
formulas (19), 

(27) 1 — x = 11 sin co —yy't 

5 etanl Tabscissc du centre du ccrcle generalour ou, ce qui rcvionl au 
memo, Tabscissc du point de tangence dc ce ccrcle avec Taxe des x. 
Or, ccltc abscisses no differant pas de cclle quo determine liqua- 
tion (2), Ic point dc tangence donl il s’agit so confondra necessai- 
rement avee Ic point t>u Taxe des x est coupe par la normale a la 
cyclonic. II est aise din conclurc quo si 1’on trace un diametre paral- 
lelc a Taxe des y dans le ccrcle generatcur dc la cyclonic, le.s direc- 
tions dc la normale of. dc la tango 11 to a cette courbo scront iiuliq tides 
par les droites meneos du point (x f y) pris sur la courbc aux deux 
extremiles du diametre. Ajoutons quo la longueur appcldc normale 
sera precisemcnL la cordc qui spus-tendra, dans le ccrcle, Tangle w, 
et quo, pour obtenir la sous-normalc dc la cyclokle, il suflira de pro- 
, liter le rayon mobile mene du point (?, vj) au -point (x,y) sur Taxe 
des at 
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TROISIEME LECON. 

cj:nthhs, DiAMimuiS, axks ht asyuptotks uks couhbfs pi. inks. 


On nommo centre d’unc courbo plane un point lei qua lcs rayons 
veclours menus de co point a la courbo soi'ent detix a deux egaux el, 
diriges on sens conlraires. Lorsqu’uno courbo plane a un centre, e( 
qu’on y a transporle Torigine des coordonnces, on n'allbro point 
1’equalion do la courbo on y romplacanl x par — x ot y par —y. 
Lorsquo lo centre coincide avec Jo point qui a pour coordonmics a 
et b, alors, on posant 

y—b — l{x~a) 

Oil 

y=sb + t{M — a), 

on tire do liquation do la courbo, pour chaquc valour do /, plusieurs 
valours do® — a , donl qiiclqucs-unospouvcntsc roduirc a zero, landis 
quo los autros soul deux a deux cgales et de signes conlraires. ' 

Examples. — Lcs courbos 

A .*■* H- 2 II xy ■+■ C»y* — It, y — ,r 3 , y 9 = # B , ... 

out pour centre commun 1’origine des coordonnces, landis quo lcs 
courbos 

{x~~ay-[-{y — b) % — IP, y—b = (x — ay, (y — by = (x — a) s , 

onl pour centre commun le point (a, b). 

Une courbo pout avoir un n ombre infini de centres. Ainsi, par 
cxemple, la courbe 

(0 


/ — sill 
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Gk 

composes d’une infinite (Parcs scmblablcs les uns aux autrcs ct siluos 
alteruativomcnl au-dessus ct au-dcssous de l’axe dcs x, a pour centre 
non sculemcnt l’originc des coordonnccs, mais encore cliaeun des 
points oil elle coupe Paxe des x. fin effet, 1 "equation dc cette courhe 
no changera pas do forme si Ton Iransporte Porigino on un de ces 
points, e’est-a-dire si Ton fait croitro ou diminuer x d’une quantile 
rgale a nr., n designant un nombre entier quclconquc. 

Toute droitc menee par Ie centre d’une courbe plane est un dia- 
mcire de cette courbe. 

On appellc axe d’une courbe unc droitc qui parlago cette courbe 
en deux parties symetriques. Lorsqu’une droitc de cette especo est 
prise pour axe des abscisses ou des ordonnees, a chaque valour de x 
on de y repondenl deux valours de j on de x, egales et dc signes 
contraircs. 

Exemples. — La parabole 

y*z= 2 px 

aun seul axe qui coincide avec 1’axe dcs x. L’cllipso ou 1’hyperbolc 

X- y- 

— -t- i 

0 2 

a deux axes qui coincident avee les axes dcs coordonnees. La courbe 
repvesentee par l’equation (r) a unc infinite (Paxes parallelcs ii Paxe 
des y, et qui correspondent a des abscisses dc la forme 
* 

TT 

X — ZSZ «7t H 

2 

n designant un nombre entier quelconque. 

Toutes les fois quo deux axes dune courbe so coupon t a angles 
droits, leur point d’interscction est un centre de la courbe. Car, si 
on les prend pour axes des oj et des y, on pourra, sans altercr l’equa- 
tion dc la courbe, remplaecr : i° y par — y ; 2 ° x par — a;. Par suite, 
on pourra changer a la fois les signes des deux coordonn6es x, y, ce 
qui suffira pour etablir Pexistence d’un centre coincidanl avec Pori- 
gine. 
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Oil apprllr n\\ mfifn/i- « Til n i* marln* plant 1 nnr ilrnjfr 1 1 1> |;u | u i*l 1 1 * 
mllr cnii riff •.‘ii|)|mir!ir i ndrli nimrnl , sails puuvnir jaitiii i Ja mi 
in n I rr r , II i 1 I lurilc dr I run mm 1 Ifi asvmplolrs ♦rum* roiirfn* irprr 
srtilrr par nnr i*«| ii;« I n»n fill rt* (Ii*ii\ roonlmiiirr:. n k rlan*fiil;iilTs ,r, ) , 
Kn cMrl. rom-idr mils .raln.nl lt“. .i^vn I pi 1 1 1 r*. lion |»a r.il I r li 1 *. a fast* 
.In. ) , i'l ‘.ml 

t ) I )/.!•/ 

lYijiiatioii 1 1 1 * filin' ilYiiliv i • 1 1 * *■• . I.'nnl.iiiiiri' « mrrt'M ptii h I a n 1 1 < a I'ali 
sri-nr .i ilan • la imiiiIh* dr\ ra sr ri'iltiin* srmnldi'iiiriil , |mnr 

.In In’**. {‘I'antlm \ .i I i*ii f*» n n in r*rM| ti *•*» <l.' .r, a I'n rilon n <•♦* .li< l'a*.viiiph.lr 
H ',r prmcii Irr non*. la Inrun* 

i ; i i . 

, ilt“.ij;iiii ill mi t itiiii* t| tf I .li'Mi’inlra mil a\rr ' • Drla |m*ir t si I nn 
fail cilia r iprr | vein la limili* /rru, mi liivl’a aiirrrssivrmrnl dr 
fiMpialimi i I i 

i i Inn * Dm | /. • ^ 

, 1 1 Him i /, i i linn / ' ; i /. 

Dour, | mu t dr | I'i’iiiiiiiT la rnnslanlr ft, il siillirn tie |msi*r dans I'r.pia 
(imi dr la mill lir 

% 

i 

nil 

( li ) I • » , 

|illl*i tlr rlmjvlirr la limili* nil Ira liiiiilr*. \rrs Irujurllrs rniivri'j;r ra la 
viirialilr ,v, lamiir, ijiii' la vali'iir nuinrr irj m- <lr .r rrmlni imlrliinmriil . 
Dr plim, a 1 1 its avoir Inmvr la rniislanlr /, nil olilirmlra la rniisiaiili* l 
ni | mi*v;i it t dam. frijnalioii dr la foiiilm 

i' /, r t 

on 
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( >l eherehant la linn to de laquclle / s’approchcra sans eesse, pour dos 
\ alums n unicricj Lies croissanles dc la variable x. A chaqm* syslenu' 
dr valours Jinies tics quantiles fc ct / correspond™ unc asymptote do 
In courbe proposer. 

Eu raisonnanl do la memo maniero, mais dchangcanl I unc conlre 
I’aulrc I os variables x oiy, on frouvorail cvidommo.nl los asymptotes 
non paralleles a 1’axe dos x. 

Examples. — Considerons la logarithmique 

rs > t- A'. 

On aura, dans_ cetto hypolhese, 



puis, on faisant converger x vers la limile — x, on on oonolura 

/ .• A* 

A ~ Inn — -- o. 

u' 

On trouvera par suite 

i—j= A- r , /=. limA J, = o. 

Done lacuurbc proposuo aura pour asymptote l’axe dos .r, dont olio 
s’approchcra indetiniment du cole dcs x negatives. 

On pvouvora de memo que la logarithmique 

(9) U' -- \i 

a pour asymptote 1’axe ties r. 

Concevons inaintenant que liquation tie la courbe don nee se pro- 
sente sous la forme 

(10) /(.V, )’) -- c. 

La recherche ties asymptotes sera Ires facile si I’on parvienl a decom- 
poser f(x, y) en plusieurs parties dont chacuno soit uno fonction 
homogene des variables x, y. En efPet, nommons m, /i, . . . les dogros 
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dps Pollutions hoinogenas foil mips par la decomposition donl il s’agit, 
i‘l suit ('ii consequence 

( i 1 ) /( -r , ,) ) - je m F ( d; j -i Jp» f ( i j -I- . . , 

I us nombres /w, n, ... otanl. ran gas da maniera ii oflrir ima suila 
dnaroissanla. La valcur da & -- \ sera dcLarniinra par I'uqiiatioii 


ou 

('->> 


,r m F(S) -I- jc h f(.9) -H. 


r, 


p (') + f (-0 -i-. 


do laquelle on tircra, an posanl o at. 9 


Da plus, si Con allriinio a /!■ Cuna dos valours pro pros h verifier Cequa- 
lion (i3), la valour correspomhinle da / -- y — k x scm don nee par la 
formula 

( i'i ) F ^ H- .a" I'^A’ -l- j -h . . . - r; 

at commc, cn vcrlu do (’equation (i3), on aura 
f(/.h- ') .4 O'). 


0 designanl un nornbro infcricur ii Cumin, on trouvora encore 
.1;"' - 1 * 1 Y'(k - \-0 ^ -1- a?" f (a -1 - ^ -l- . . . — 0, 


ou 

us; 


1 r ( 7 ‘ ' i_ 0 i) + 5-S=*‘ i f ( A + £) + 1 • ■ “ >-i 


Si K'(£) ot f(/£) ont das valours finios difTd rentes do zero, alors, an 



APPLICATIONS J)U CALOUL INFINITESIMAL. 


ti8 

posanl ~ — o el / on conclura do I’equation preccdcnte, 

; i“ pour n < m - 1 / = «, 

.!*(/.) 

(i<») a ~ m - 1 1 “ W(J) ’ 

' 3“ pour // > ni — i l-~± cc. 


Par consequent, a la valour adoptee do k corrospondra, dans la pro-, 
nnrre hypothesis lino asymptote passant par I’origino, ou do la forme 


(-7) 


j- — /.'.r; 


el dans la socondc hypothese, unc asymptote do la forme 


(,R) 


y ~ A x 


Uh) 


Dans In troisieme hypothese, rasymplolo, s’eloignant a unc distance 
inlitiic do rnrigine, disparailra culiercmcnt. 

L’dlimination do la oonslante Jc outre les equations (i3) ot (ij) 
prod uit la formule 



r- °» 


qui four nit, dans la premiere hypothese, toutos les asymptotes non 
parallblos a l’axe des y % ot qui pen l etre remplaccc par liquation 

(uj) 3C m F (“) '= o. 

On arriverait encore a edle-d on cherchant, dans la premiere hypo- 
thesis les asymptotes non parallelcs a l’axo des as Done, lorsquo le 
premier nicmbre de {’equation (io) cst decomposable on plusieurs 
fonelions homogenes, et quo le dogre m dc l’une d’entro olios sur- 
passe do plusd’une unite les degres de toutes les autres, non seule- 
ment les diverses asymptotes passent par I’origine, mais dies sent 
toutes represontecs par la formule qu’on obtient en cgalant a zero la 
function homogene du degre m. 



CALCUL PIFFKH ENT! liL. 
Rxemplcs, -- (A hyperbole 


(IS) 


(20) 


• r .9 ‘ . „ L . 
a 1 ' l ? " - 1 


a pour asymptotes l(*s deux droilos reprosenlocs par la (brnnile 1 


( 21 ) 


. 1 - \- 

~t? Tr °’ 


ou, co <]ui rovionL au memo, par li'.s deux equations 


(22) 



Do memo, si Ton suppose B a — AC>o, on reeonnailra quo l’liv- 
porbole 

( 23 ) A ,rH-2l{,rj -h C r 2 ■- K. 

a pour asymptotes ios deux droilos represen fees par la forinule 
( i \ ) A a- 2 -I- 2 V>xy •+• C y 1 — o. 

Do memo encore la courbo 
( 2.5 ) .c 2 -i- y l -h sin ~ •- o 

d’ 

aura pour asymptote la drolls 


(26) 


x-A-y- o, 


doni I’ordonneo est la sculc valour reolle de jqui voritie {’equation 
(27) .z^-l- v 3 -: O. 


Dans le cas oil I’on suppose 4 = m - i, la formula (19) represent? 
toutes les droilos mcneos par Borigino parall Moment aux asymptotes 
do la courbo proposec. Ainsi, par exemple, la courbo nominee folium 
de Descartes et representec par Pequation 

(28) o' 3 4- y 2 — Zaccy 


1 
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a une asymptote parallelo a la droite x-\-y = o, don L I’ordnnndo so 
deduit toujours do la formula 

a”' -i- 7' 1 — o. 

Lorsque los quantiles KY /*'), f*( k) dovienncnt nulies on infiiiios, la 
(juantitc /pent obtonir des valours diffcrontes do cellos quo nous Im 
avons assignees ci-dcssus [ voir les formules 06 )]; lmiis, pour la 
determiner, il sutlira toujours do chcrchcr la limite ou ios limilos 
vers lesquciles convcrgora la variable /, pendant quo - s’approehora 
do zero. Quclqucfois, en operant ainsi, on trouvora, pour uno smile 
valeur do k, plusieurs valeurs do I. C’est ce qui arrivora, par example, 
si (’on considere la courbo representor par {’equation 

(29; — COS “*• 

Alors on aura l — o, ct, commc {’equation cn t dovicndra 

1 

-» 

X 

on on lirora, on posant ~ t = 0, 

1--- 1, 1 1 . 

En consequence, la courbo proposeo aura deux asymptotes parallels 
a Paso des.r, savoir 

(^o) y — 1 , y~— 1. 

Au resto, it pent armor qu’une valeur de k propre a verifier {’equa- 
tion 

too o 

rournissc une seule asymptote. Ainsi la courbo representee par 
(’equation 


( 32 ) 


7*(** +.?'*) = K» 
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ii’a (| u ii no sonic asymptote qui coincide avrc I’axe drs ,v, quoiqur lit 
valour / - - o vcriflc pour ertle courbc I’cqualion ( ‘■J i). 

On pourrail encore, suivant la remargin’ d (’ Al. Ampere, Irmivrr 
Ins asymptotes iI'iiim* courbe plane on eltrrchaiil lrs positions qur 
prend la langenle quand lo point do contact sVdoigne it unc distance 
inlinio dr I'origine drs coordonnees. Concevons, ])our lixrr lrs iduc.s, 
quo run considere I’hyperbole 


Liquation dr la tangenlo a cctte hyperbole srra 

•vi r-n 
. ~h* ' I; 

on, si I’on substi Luo ii ■- sa valour -J. r * \,v ,; 1 l* (,n niultiplie 

on suite par 



Pour fairc passer lo point do contact a uno distance inlinie do rnri- 
gino, il suflira dr poser .r =!= =o. Alors la formula precedent!) dr- 
viondra 

£ u -n 

- o, 

a b 

(’l comprcndra los equations des deux asymptotes do (’hyperbole ]»ro- 
posec. 




Soil proposee unc equation entre deux coordonnees rectangulairrs 
.v, y. Cette equation, resolue par rapport ay, on fournira line on plu- 
siours autres de la forme 

et ohacune de celles-ei represenlora uno ligne on portion do ligne 
dont les proprietes dependront do la nature do la fonction f{,r). 
Ainsi, par exemple, liquation 

C») x*-\- r*= fl J , 

qui represents unc ciroonfercnco do cerole dont le centre coincide 
avnc l’origi no, sc decomposer dans los deux suivantos 

(•*) . 


dont cliacune representera unc dcmi-circonfercnce situee au-drssus 
ou au-dessous de 1’axe deB jj. 

Si la fonction f(x) demoure continue entre los 1 i mites x -- ,r D , 
x — X, la ligne reprcsoulec par l’equation (r) sera clle-memo con- 
tinue entre les points correspondanls aux abscisses a?„, X. Cette ligne 
pourra devenir discontinue lorsquo la fonction f(x) oflrira des solu- 
tions de conlinuile; par exemple, lorsquo eelte fonction deviendra 
infinie pour certaines valeurs finies do x t ou lorsqu’ello passera tout 



<: u.cri in 1 1 i : i m : n n 1 . 1 .. 


,i roup iln ml it I'im.iitiii.lirr. <>» Ini upiVlle rlian;*‘f*r;i lull st| iirun'ii I 
di' Vii li'iu , l.f | in 'in i»m* cii-. >'(• |» n**.i‘ n 1 1 * i Ian ^ 1 1 li v|u* i fin It* 


In tli'll \ in in i* . tl.iii" It"* nun lu". In;* a r j I lillii 1 1 lie , 


i 


I i 


It* I i'«n -»i *• in n, if ;t 1 1 <« l.i I i ; ' m * ileli-nninec p.ir I't't p i a { i n i i 


\ 1 

nl {'inn | in *nn tin tints tlnini nsr- pci I ;t I Inlt". it l*a v »• tic - .n, ijni a f mil 

nl ;nis tft'iis jmm ii l *• ilc I’.iNc <!*". ) ;ni\*|iicl'- :i|i|iarl In- 

■i riln n in i cl i. Mil ii - It", ileus ilt'iincr. nr*. in linin' i|iic I ‘»»n 

ctni'-ttli'iv -.‘.icrcInM (mil ,i cmiji » ii rnifai n*. pniiiN tjue nmi’. iitiminc- 
mils /inwh i/'tun'i I ,i*i nnirlit**. i i m*[ tin tail •■lincinm |iiiiir ;min( 
tl'.mrl l'uri;;ii»c tin" moiilmmei"., I, it ll{?nc rrpl'i".r nine pill l^< ; i| na- 
liuii t * m nil m ilmis il'.inrl ‘»ilnc*» '-nr I'ase tie- n, dc pa r I H 

il'iilll l'n tie I iil'l|-'| lie , nl it I’niUlr »ln < I i«.l a inn . 

Si j:t ftiimlinn /t i > im tlnvmnl irnlln tjin* pn n i Hit noiiilnn limiln tie 
Vitleiii’N tie » , l'«*ij italain | i i im re pi v*. ruler, t t|ii'ini point mi ime ■mile 
tin | it i i 1 1 ( ;• AlllM. par nseiiijiie, lit loriiiilln 

(Mi ' * \ t , 

tjiii n II 1 1* 1 ’iiiie tin;, minim dn r litimiin. par Prnj imt i on 

t t| i t i ’ tt, 

nn rnpin-iniiln t( n ‘tt n m'iiI (min! tjui t‘nmniilc aver I’on^ine. il pen! 
ariMVei 1 ijne J«*<| u a I ini i i i i (miiiiisse cm inrmn (emps nil nil plnmnuis 

I r><i S II. 1. V . n ' 
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points isolos et line ou plusieurs brandies do courbe. Ainsi la for- 

niulo 

(10J \ 

(f u i oflre I’unc dos valours dov Ponrnies par Poquation 

(u) y 1 ~ .v-[,r ! — a-), 

reprosonlc : i" deux branches do courbe qui s’eloignent indefinimenl 
do I ’origin o on par tan t do deux points situos sur I’axe dos .r el corres- 
pendants aux abscisses x — — a % x =. a\ a" un point isole qui coin- 
cide encore avoc Porigine. 

Une ordonnec maximum ou minimum devaut elre superiourc ou 
m I cri cure ii toutes les ordonneos voisines, il suit do oo qui precede 
quo, si los deux fonctions r et / roslonl continues dans lo voisinago 
d’uno valour parliculiere do ,v, colic valour no pourra produirc un 
maximum ou un minimum do y qu’en faisanl dvanouir y\ e’est- 
a-dirc on veritiant (’equation 

(i^) y- o. 

Ajoulons qu’une valour do. r tirce do la fornnilo (12) fournil offee- 
(ivomenl un maximum ou un minimum, dans lo cas ou la proniibre 
dcs quantiles 

. a . i'i 

J * J i • • • * 

qui diflere de zero, est positive ou negative, mais d’ordro pair, et quo. 
eelte valour no determine ni maximum, ni minimum, dans lo cas con- 
tra ire. 

An rosto, d peut arriver quo certainos valours do x, prises parmi 
cellos qui rendent discontinue l’uno dcs fonctions/, y, produiscnldes 
maxima ou des minima de Pordonnee, sans verifier la formule (12). 
Ainsi, on particular, si la fonction apres avoir cru ou 

dim in ue pendant que I’on faisait croitro ou decroilro la variable .r, 
passe tout a coup du reel a Pimaginairc, la courbe rcprescntec par 
1 equation (1) aura un point (Parrel, ot Pordonnee coiTospondanto a 
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cc point (Parrel pourra olre considerro eomim* nn maximum on mi 
mininmni. Par exemple, la valour zero correspondanle a ,v =- o esl 
line sorle tie minimum rclalivonicnl a I’ordonnee do la eourbe 



Pour obtcnir dos maxima ou minima (Portion nors currcspondanls ii 
ties solutions tie eonlinuilc dans la Ibnolion y' =~ /' {.v) t il su III l do 
eonsiderer les trois ligues representors par los equations 

(i-i) r — A-’. 

I -h i/.f J 4- .i' 2 

(,,,)• J — - -A-- > 

(Ki) .» “.A 

ties trois lignos, don l la premiere su compose do deux deni i -axes per- 
ptMulieulaircs mitre mix el aboutissant ii Porigine ties conrdomicrs, el 
la soconde do deux portions de paraholcs qui viennent so rcneonlrer 
sur Paxe desj, out pour ortlonnee minimum la premiere et la Iroi- 

sieme y --- o, la soconde y — -• Or, pour ia valoura? -• o qtii protluil 

cos minima, los dcrivccs cles fonctions (i/j), (i5) o( (t(>;, savoir 

l'7> 

(.S) 

(' 9 ) 

devicnncnl discontinues, la premiere el la soconde cm passant lout 
a coup de la valour — i a la valour -hi, la troisiemc cn passant par 
Pi n fin i . 

Nous avons remarque, dans la premiire Logon, quo la valour ntinie- 
rique de la I'onction derivco y' reprcscnlait la' langcntc trigonome- 


0 ' s / jc * ’ 


,r -- >r -b -p= > 

i/.r- 


y'- — r > 

3 r 
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trique tic l’incli naison do la eourbe par rapport it i’axo ties ,r. Done, 
si l*on a, pour tin point domic, 

( r> j i ' - o, 

I’lndinaison sera nolle on ce point, c’esl-ii-diro quo la Langenlo it la 
enurin' deviendra parallele it I’axe dcsa\ Si Ton a, an contraire, 

( >0 ) y' - ± co, 

rinclinaison sera bquivalentc it nn angle, droit, o’esl-a-dire quo la 
run-on to it la courbo deviendra parallele it I’axo des v. lSnfiu, si la 
lonclion dcrivoe V change brusquement de valour, il on sera do 
me me do rinclinaison. Cnncevons quo, dans colte dornioro hypo- 
these, la fonclion y resle continue : alors les deux branches de la 
courbfi viendront so reunir an point donne, de inaniere que lours 
langentes foment entre olios un certain angle, el ce point sera ee 
(|iie nous appellmms un point saillant . Tel est, par exomplc, le point 
eorrespondant it x = o, dans la courbo representin' par la lormulo { i /j ') 
et thins colics que determinant les equations 

( *>) v --.rare tang -j 

° .r 

* 23 

i -t- e T 

Supposons main tenant que deux branches d’une memo eourbe 
s’aiTCtent cn un point donne, de man tore a toucher rune cl I’aulre 
un demi-axe aboutissanl an point donl il s’agil. Co point sera ce 
qtToti nomme un point dc rebtoussemenl. Le rebroussoniniit sera de 
pienuac espece, si Ic demi-axe passe entre les deux branches de 
eourbe, el de seconde espece, si le demi-axe laisse les deux branches 
d un memo cole. L origine est un point de rcbroussomenl do premiere 
espbee pour la eourbe represents par la fonnule (iG), et pour cello 
qui repo nd it 1 ’equation 

^ _ x * I .r- 


(23) 


i + e-*- 
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I 1 ])) e/fet, ehacuno do cos eourbes so compose do deux brandies lan- 
genles I’ll in* o( I’auliT au domi-axe <les y positives, et.sitiiees des deux 
colds do co domi-axe. La cveloide represented par l’dqualion (23) do 
la d(!uxii*mo Leron ofTre line infinite de points do rehrousseniPiil de 
premiere especo, tons sillies stir l’axo des x, el mrrespondanls aux 
abscisses 

•e ---o, .v harrlt, .r — ” -IttU, . .. 

Lorsquo, mi un point de cello especo, le domi-axe tangent mix deux 
brandies de la courbe n’esl pas perpendiculaire a 1’axe des .r, les va- 
lours do y corrospondanlos a cos deux branches sunt necossairemenl 
delermiuoes par deux Equations distinetes, comprises 1’imc el l’aulre 
(fans 1’ equation unique de la courbe denude. Cost c( i qui a lieu, en 
particulior, pour la courbe 

( 'A ) .**, 

composer de deux branches qui louchonlu I’origine le de.ini-axe des.r 
positives, el qui rdpondcnl mix deux equations 

( 25 ) 

( 2O ) i =•- — .r 2 . 

G’est aussi ce qui arrive loujonrs pour les points de rebroussement 
do socondc especo. Nous eitorons noinnio exoinple la courbe 

(27) . O' -• t* sin x) '■ sin’. <■, 

composee do deux branches qui toudieut a I’origine le demi-axe des 
x positives, ot qui, pres de ccttc originc, soul si times Pune el Pantrc 
du cole des y positives. 

Lorsque les fo 11 c Lions 

; -A*) ei y'--f'(x) ' 

rostcnl Time ct I’autrc continues pour toutes les valours de x com- 
prises cnlro les abscisses de deux points donnes, la corde qui joint 
ces deux points est necessairemenl parallele a I’uiie des tangentes 
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mcnccs par Ics points intermedia! res tic la courbe. Jin diet, si I’on 
rcprcscnlo pat' x et x Ax Ics abscisses ties deux points dont il 
s’agit, on aura |en vortii do la formulo (8') do la soptieme boron tin 
(aileul diflerenfiel | 


l a*) 


Ay _ / 1 

dr 


A,r ) 
A.f 


— f'(.r -i- 0 Av 


() dcsignant un nombro inferieur a I'unite. Or i! rnsnlln dvidommonl do 
I’equation precedonlc, jointc aux forniulcs (i) cl (a) do la premiere 
Lotion, ((ue la conic inonce du point (,r, y) au point (,v -+- A.r, y-i- Ay) 
ost psirallbie ii la langcntc inonce par le point qui a pour abscissa 
x ■+- 0 Ax. 

On arrivera cncoro a la memo conclusion on transportant la conic 
dont il s’agit parallelcmcnt ii ollb-mcmc, avec un niouvenieiil con- 
tinue dc manierc ii faire decroitre. indefiniment I’arc sous-lendu par 
'-otic conic, A I'inslanl oil cot arc s’evanouira, la conic se cliangera 
en line droilc tangcnle a la courbe, el i’on pent rcinarqucr quo le 
point tic contact sera cvitlemmenl distinct tics points (x,y) cl 
< x -i- Ax, y -f- Ay ). 

Conccvons a present quo, la fonclion dcrivoo y’ = f'(x) clant 
continue nitre deux limitos donnccs, Ton 1‘assc e.roitrc a; entre ces 
limites. La function / cllc-mthno ira cn croissant, toutes Ics Ibis qur 
sa dcrivee y" = f'\x) aura une valour positive, et on decroissanl 
toutes les Ibis quo la valour do y" sera negative. 11 esl d’ailleurs 
facile do s’ ass lire r que, si la lb noli on /= f(x) croit on dccroit sans 
cesse c nlrc deux valours de .r correspondantos a deux points do la 
courbe proposee, l ordonneo de cctte courbe dans l’intcrvallo sera 
constannnent supcricurc on constanimcnt inforiourc a I’ordonnoe dc 
chaque tangente, dc part et (fan Ire du point do contact. Admettons, 
par exempt is qu a pres avoir assigne a la variable x uno valour dctcr- 
mmee, on attribuc a cettc variable un accroissement Ax, et quo IVx- 
pression 

(2<)> 


/'{X -f- Ax) 
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eroissc ronslamniriU, dopuis la Iimile A.r : h jtisif n'si la Iimile 

A.r - h. La dillerenee 

/V- 1 Ai-) /'(•') 

sera loujours, <» n ( r<* oes limilos, allrrder du m r mi 1 signo quo A.r; d'nu 
il resulle (j in* lo prod ti i ( 

(>!<>) | J'(r l A.r) ,/"(r)|A.r 

sera nreessairemenl posilif. 11 on sera do inome, a fortiori, dr loiil 
prod 11 i ( dr la forme 

(•'»<) \/\ r 1- OAi) /'(.;•) j A.r, 

0 drsignanl mi unmhre inferieur a I’linile. Or, si par Ir point (,r, y ) 
on mrnr mm langonlr ii la eourho proposer, I’ordminrr dr or Mo (an- 
genic relative ii I'alisrissr 

c ./• 1 A.r 

sera | on vrrlu de J *<'mj na( ion (8 ) do la premiere fu i <;on J 

(■’!*) n .» i /'(■'*) A.r, 

■ landis quo, pour la memo ahsoisse, f'ordoniH'o do la eoiirfio poiirrn 
olre | voir la formido (8) de la soplieme F-cujon dr (lafeul diUorenlirl | 
presentee sons la forme 

{'X>) y | -A)* y-\-,/\x 1 ^ A./ 1 ) A.r, 

Done la diiforenoo rnlre I'ordoniioo do la oourlie el I'onlonneede la 
langenle, savoir 

( ;{ 'i ) y i Ay n> 

sera rune dos valours du produiJ (Ji), cl par consequent line quan- 
tile positive. On prouvora pareillonionl quo, si (a quantile (mc>) di- 
lninuo eonslammonl dopuis la lirnilo A;r - • - h jusqu'a Ja Iimile 
A ccz.-h, los produits (8o), (3i) soronl negalifs enlre r.rs limilos, 
ainsi quo la difference (3/j), ol'qidon oonslq union I'ordonnee y -I A)' 
sera infericuro a cello <le la langoiilo. Iftdin, si la quantile (ap), a 
I'instant oil 1’on pose Ax -- o, eossait do crojlrc pour dim inner, on dr 
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diminuer pom’ croitro, c’cst-ii-diro, on d’aulrcs lernics, si la valour do 
la function fix) eorrespondanle a la valour donncc do x dovonnil mi 
maximum on un minimum, 1'oi’donnco y i- Ay do la courbe serai l 
in fieri euro d’un cote du point do contact, ot supcrieuro do I’autra 
note, a I’ordonnoe do la tnngonto. Comma il suflil d’aillenrs, pour 
ileeider si la function / — f{ x) croit ou diminuo, do consul tor lo, 
signo do p*', nous dovons concluro qu’ontro doux valours donndos do 
Uabscisbo, 1’ordonneo do la oourbo sera consfammont supdriouro a 
colic do’la tangenle, si dans I'intcrvallc y" proud toujours uno valour 
positive; quo Tordonnee do la courbe sera constammenL iuloriouro a 
cello do la tangenle, si la valour do y" rosle toujours negative; onlin, 
line la courbe ot la Lmgonto so traverscront mutuolloniont, si, dans In 
passage d’un cotc du point do contact a Pautre, la valour dr y" change 
do signo. Dans co dernier cas, lo point (.r, j 1 ) do la courho sera no 
qu’on nomine uti point d' inflexion. Cola peso, 1’origino sora ovidem- 
mont un point (I’intloxion pour la courbe 

(•Un 

i|ui touche ot traverse on ce point I'axo dus x, ainsi quo pour los 
courhes 

J3G) r - 

^7} r = .r l (,r sin^r), 

qui louchont ot traversenl on co memo point I’axo dos y. Do plus, 
comme on lirora do I’dqualion (5) 



la courbe representro par I’equalion ( j) aura tSvidcninienl un point 
d inflexion dont 1 abscisso x sc doduira do la formula 


et sera dquivalcnte an carr6 do -• 

e 
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Lorsquc la function ret sos doriveos sticerssive.s reslent rniilinurs 
dans lo voisiitii^i* (rune vn I «* n r pnrlirulierc do.r, colic valour m» pent 
produiro tin point d’inlli'xion, par rniisrqijriil mi maximum mi mi 
minimum do y\ <|uYn vrri fi a it L lVujiialion 

( 38 ) y" -<). 

11 fail t on outre quo, piintii los quantiles 

* ,> * .) » • • • » 

la premiere do cellos <|tii no s’ovnnmiissonl pas soil, uno drrivre 
d’ordro [tail* do lit (bnetinn y. 

On (lit qu’imo oourho on mie portion do e.otirlio oonlimn* osl cott- 
(vuvi onlrn deuxpoiuls donm'ts, lorsquo rnlrr cos points olio no pout 
otro roneontreo plus do deux Inis par line memo, droile. l!oln pose, il 
ost elitir (ju’uno courbo (pii milermr tin poinl il*i n (1 ex inn no siiurnif 
elro. eoiivoxe. (loueevons, on elfrl, qu'aprrs avoir Inter la laiitfrnlr 
(pii passe par lo poinl d’inflrxion, on mono de ee point deux rayons 
voo to iirs ii doux [minis Ires voisins sillies snr la omirbr, I’nii an • 
dessns, raiilre au-dossotis do lit (im^onlo. Colui dr, oos rayons ijtii 
(o nn ora lo. plus pi 1 til an^le aip;u aver, la lan^onle, ira evidominonl, si 
on lo prolonge on sons ronlrairo, rriioonlrri* do iioiivoau la omirlie 
proposer.. Done la droile dont oe rayon vorteur fait, partie aura I mis 
points oonununs avoo lit eourlio. On prill drmmilrer eneore qur, si, 
pour uno portion do oourho comprise outre deux [minis donors, 
V onion lieu y et sa df' riven .y'sont deux I'onolions eoiiliniie.s de I'ah- 
seisse (V, dent lit seoondo oroisse ou dreroissr oonslamnionl, liindts 
(pie l’aliscisso augmnnlo, or Ur purl ion de eourlie sera rtmvexe. tin 
ell'et, si elle pouvait (Hro coupon par line droile on frois [minis dilJr- 
rents A, It, (1, on pmirrail aussi monnr doux lan^rntes parnllrlrs ii 
cotto droile par deux points K, F de la oourho, siluos I’iiii stir 
fare sous-tondu par la conlr AU, i’autrr sur Tare sous-tondu par la 
cordo BC, ot par consequent y' ropremlrail an point F hi memo Yaleur 
qu’au point 13, ee c/ui ost oonlre I’hypolhfcso admiso. Ajoulcms quo, 

OKuvtos de C, — S. 11, l. V. »l 
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dans cello hypo these, la courbe tourncra sa convexile du cole des 
y negatives ou du cole dcs y positives, suivant quo l'ordonncc do la 
courbe sera superieure on inferioure a l’ordonncc dc cliaquc tan- 
genlo, avant ct aprbs le point do contact, e’est-a-dirc, on d’aulres 
formes, suivant quo La valour dey" sera positive ou negative outre Ies 
deux points donnes. 

II suit encore do cos principes quo, pour decider si uno courbe. 
luurtte sa convexile on sa concavilc vers I’axe des x, on un point pour 
Icquel y ct y" ohliennonl des valours <1 i (Fcron Lcs do zero, il sullil 
d’examincr si oes valours sonl des quantites do memo signe ou dc* 
signos contraircs, c’esl-ii-dire si lc produit 

r: " 

ost positif ou negalif. 

On appcllc points multiples ccux dans le.squels viennont so roncon- 
Irer deux ou plusicurs branches dc courbcs qui no s'arrctent pas 
toutes ii ces memos points. On pout nommer encore points multiples 
ccux auxquels aboutisscnL pour s’y arroter au moins trois branches 
ditferontes. L’origine csl evidcmmcnl un point multiple pour cliacune 
des courbcs 

( 39 ) y" 1 — x i {i~x i ) y 

(40) y 1 ,r s p — jj 2 ), 

En diet, la courbe ( 3<)) est formeo do deux brandies representees 
par lcs equations 

y = -x \!7'-^x\ y = x \ji — X * , 

ot qui sc croisonta t’origine on louchanlles clroitcs 

y = — X, y — X. 

Quant aux deux branches do la courbe (4o), represcntccs par Ies 
equations 

r z= — x* \J t — a? 2 , y = x- \/ 

dies sc rcncontrcnt encore ii I’originc, mais olios ont on co point 
une seulo et memo tangente qui coincide avec l’axe des cc. 



<;a lcul differ en tie l, 


8:j 


Si, apros avoir trace lo cerclc 

on eonstruil n no cotirbc dont l’ordonnec y soit a l'abscisso x dans le 
rapport qui cxisle outre l’ordonnco du cercio, savoir ± \Zll a — j? J , 
et 1c rayon R, cettc courbe sera ce qu’on appellc une lemniscaie, ol 
son equation 

(40 R 2 y 2 “^ s (U 2 -A’ s ) 

compreiulra commc cas particulior la forniulc (3 q). Cola pose* les 
diflercntes lemniscatos qu’on obtiondra on Caisant varicr lo rayon R 
seront evidemment dos courbes scmblables entre dies, dont chacunc 
aura sensiblomcnt la memo forme quo Ic signo oo, et presontera un 
point multiple coincidant avec 1 ’origine dos coordonnocs. 

L’origine cst encore un point multiple ou vionneut s’arretor qua! re 


branches do 

chacunc des courbes 


m 

(y — x arc tang ~ 

) = a>* cosi?, 

(43) 

/ ,r N 

U i 

2 

\ —x* COSX, 


\ 

1 

(44) 

(y 2 -* 1 ) 

i* = <r*sin.r, 

(45) 

(y* — ,®* hi n*o?) 

#'• sin 4 a? lang.c 


Ajoulons quo les demi-axes tangents aux quatre branches sent dis- 
tincts les uns dcs autres pour les courbes ( 42 ) et (43), tandis qu’ils 
so roduisont a deux pour la courbe ( 44 ). et a un seul pour la 
courbe (45). Ges demi-axes coincident, pour les deux branches de 
la courbe ( 4 a) situees du cote dos x positives, avee les droites 

et pour les deux branches de la memo courbe situees du cote dos 
x negatives, avee les droites 

/r= _(^4->). K , j' = - (;->)*> 
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pour les deux brandies de la courbc (43) situecs du cote ties x posi- 
tives, avec les droites 

y — cv, .)' = —•», , 

ot pour les deux branches do la memo courbc situces du cote des 
x negatives, avec les droites 

y = o, j' = 

pour les quafro branches de la courbc (44)* toutes situecs du co to 
ties a; positives, avec les droites 

7 = <r> = ~ 

entin, pour les cjiuitre branches tie la courbc (45), avec lo tlcmi-axe 
tics x positives. 

Les points d’arref, ics points saillants, les points do robroussement 
ct d’inflcxioii, les points multiples, etc., el on general Ions les points 
qui sc Lrouvcnt silucs sur ccrtaincs courbes, do manicrc n offrir 
quelques particularitcs digues tie remarque, inheronle^ a 3a nature 
de cos monies courbes, et independantes de la position ties axes coor- 
tfonnes, soul designes sous le nom commun do points singulars. Ai n si, 
par cxemplo, on tlcvra ranger parmi les points singulars d’une courhe 
ecax dans Icsqucls la direction tic la langento -doviciulrait indeter- 
minec. Tel est, pour la courbc 

( 4 f>) y=r.«sln~> 

le point qui coincide avee Forigine ties coordonnees, Los points sin- 
guliers, et paHiculierement ccnx que nous avons nommes points 
d'arrH ct points saillants , out fourni le sujet d’un iMemoirc asscz 
etendu, presentc on 1 S 24 a F Academic royalc ties Sciences, par 
M. Roche, ancicn elevo tie l’Kcolc Polytechniquc. 
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CINQUIEME LECON. 

OIPFfiRrNTIhIXS 1>E VaRC D’t.ft'I! CO IMRE PLANE, AXCH.ES FOHITtS I*A II I. A TANGENTE 
A cum: COURRK AVKC I.KS 1)EJ1I- AVKS DCS COOHDONXfilS POSITIVES. SC It I.KS 
COURUKS IM.ANPS QUI Sli COUPEftT Oil SE TOUCH Eft T EN UK POINT DOft’Nt. . 


Considorons toujours line, courbc plane ropresenteo par unc equa- 
tion outre deux coordonnoes roctangulaircs x , y t et soit s Fare de 
eotto courbc compris entre un point fixe cl Ic point mobile Si 

1 ’on mono par cc dernier point tine tangente a la courbc, I’angle aigu 
compris entre ccttc tangente et Paxo des x sera cc quo nous avons 
nomine 1 ’inclinaison de la courbc; et, on dcsignant cct angle par t, 
on Irouvera 

(0 !,6ct = / r+ /*= 

Si, do plus, on trace unc ordonncoeorrcspondanlc a l’abscissc a? 4- Ax> 
les portions de la courbc et de la tangente comprises entre le 
point (x,y) ct Fordonnec clout il s’agit, scront evidcmniont repre- 
senleos par les valours numcriqucs dcs deux expressions 

(a) As 

et 

( 3 ) — seer Aj;, 

COST 

tandis que la portion d’ordonneo comprise- entre la tangente et la 
courbc sera equivalence, an signe pres (voir la Logon preccdenle), 
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a un produit do la forme 

(4) [/V 4 - OAr) -/'(.*)] A.r, 

0 designant un n ombre inferieur a I’unito. 

Supposons inainlenant Ie point (a? + Ax, y 4- Ay) asscz rapprocho 
du point (x,y) pour quo, dans Ie passage dc I’un a l’autre, les deux 
fonctions y, y' soienl continues, ct la derniere Lou jours eroissanto 
ou Loujours dccroissante. Dans Ic triangle curvilignc, forme par la 
eourhe, la langcnte cl l’ordonnce corrospondante a Pabscisse x -hAx, 
le deuxieme ct lc troisieme cole seronl dcs portions de lignes droites, 
et Ic premier line ligne convexc. Done cliaque cole de co triangle 
sera inferieur a la somme des deux autres, ct la difference on Ire les 
deux premiers cotes aura une valeur numcrique inferienro au Iroi- 
siemc. Done les valours numeriques tics expressions (a) et (3) diffe- 
rcront d’une quantile plus petite quo la valour numcrique de 1’ ex- 
pression (/j), et, en divisant ces trois expressions par Ax, on devra 
eonclure que la difference entro it ~ et sec-r, savoir 



a unc valeur numcrique plus petite que cello dc Tcxpression 
(G) ■> f\x + 9Ax)-f\x). 

D’aillcurs, si Ton fait converger Ax vers la limile zero, l’oxpros- 
sion (G) convcrgcra evidemment vers la memo limile. On potirra 
done en dire autant de l’expression (5). Or, en egalant a zero la 
limile de cettc derniere, on trouvera 

(7) ± — — s6ct = 0 

tlx 

ou, ce qui revientau memo, 


(S) 


ds — ± sec x clx = ± ZT+~yz dx, 
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H 7 


et par suite 

( q ) ch~ — ( i H- y' s ) dr- — d,r- -\- fly 2 . 


II ost hon d’obsci'vcr quo dans la formula (:>), ot par oonsoqpionl 
aussi dans Jos equations ( 7 ) ot ( 8 ), on doit reduire le signe it an 
signe ~t, lorsquo Taro s croiL avoc 1 ’abscisso a\ el an signe -- dans 
lo cas eontraire. Dc plus, on tirnra ties equations ( 7 ) 0 ! ( 9 ) 

. fir . civ 

cosr = ±. -.-1 smr “-Jr 

cln cln 


sCcr — ±: coseer— .-ib 

dc cfy 



En subslituanl les valours preeodcnlos do soot ot do c.osoct dans les 
expressions ( 7 ) de la sccomle Heron, on reeonnaUra quo los lon- 
gueurs designees sous les 110111 s do normal a ot do tunpeiUe proven I 
(Hrc presentees sous la Tonne 


CO 


N 




ih 

<*y 


La corde qni sous-tond l’arc r t Ax compris outre les points (;v,y) 
ct ( x -t Aa?,/ -h Ajp) a ovictcinmcnl pour mesurn lo radical 

(12) i/A-e* -1- A/*. 


En consequence, le rapport dc I’arc a sa corde sera 


( * 3 ) 


Jr A.v 

y^A.r 3 - 1 - b.y 2 


Or, la formulo ( 9 ) on train c liquation 


\l(U' 2 -h dy 2 

donl le premier membre (on vorlu da prinoipo otabli ii hi page do du 
Calcui diflercnticl) (') ost procisdmenl la limilo dc I'exprossion (rd), 
Ainsi, lorsijuun arc de courbe plane devienl infinimenl pel it, le rapport 
de cel arc a sa corde devienl cgctl a l’ unite. ■ 


(‘) OEuvres de Cauchy , S. II, T. IV. 
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Designons a present par a cl b lcs angles quo la conic on secanle 
mcncedn point (x,y) an point (x h- \x,y -hAj) forme avec les clomi- 
axes des x oly positives, cliacun tie cos angles ctant suppose compris 
(Mitre zero el 200". Soient tie plus <y, [i les limites vers lesqiiclles con- 
vergent les angles a, b, Landis quo Ic point (a? -+- Ax, y -+- A/) so rap- 
jn'oclic inriofiniment du poiiiL(j 7 f y), c’csl-a-dire, en d’autres leraos, 
lcs angles formes par la langenle prolonged dans lo rncmesens quo la 
eortlo avec lcs demi-axes tics eoordonnecs positives. Les Tommies (d) 
des Preliminairos donnoront 


(it*’) eosfl — - zzz^^L.-^ , cos It = > 

\/Ajj- A / 2 \i Ax- J -t~ A / 2 

el 1’on en concluva, en passant aux limites, 


{.(i) 


civ n civ 

COS (J — -~Z-Z » COS p — • 

V cL v- -h dy 1 \j dx- + dy z 


Si dans les equations (iG) on subslituc an radical yjdx^ + dy* sa 
valour lirco tie l’eqiiation ( 1 4 ) , on oblioudra Fun ties deux system os 
de form u les 

/ \ d.r . fly 

(17) COS Ot zr COS 3 — — , 

tin as 

(18) cosa=~^, cos^~-iL 


Le premier systemc dovra etro ailople, si la langenle a la courbe a 
ele prulongee dans le mcme sens quo Fare s, ct le second systemc, si 

la langenle a etc prolongco en sens inverse. En offcl, le rapport 

etant la limite dc-^j serapositif si Tare s croit avec x on, cn d’aulres 

tonnes, si la tangentc, prolongco dans lc memo sens quo Fare, forme 
avec le demi-axc des x positives un angle aigu ct, par consequent, 
un angle dont ic cosinus soil positif. Si cot angle devient obtus, son 

cosinus et le rapport ~ doviendront on memo temps negatifs. Done 

lcs formulcs (17) ou (18) devront eLre preferces suivant quo Foil 
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Sf> 

designcra par a Pangle don l il s’agrt on lc supplement de eel angle, 
c’est-a-dirc suivant quo la tangcnle a la courbe aura die prolongin' 
dans Ir sous do Pare s on on sons in verso. 

Los angles quo nous avons reprdsonlbs par a el fi sont dvidonmiojil 
bgaux, lo premier a Pnnglo Tqui mosuro Pinelinaison do la courbe on 
au supplement do Pnnglc t, c’osL-a-dire a ir - - t, lo second ii Pun des 
angles ^ — t, ^ -i- 7, qui sont encore supplements Pun do Paul re. On 
aura done 



et, par suite, 

(20) cos a --crosT, eos| 3 . F . sin-. 

Si do cos dernidros formulas on elimine cost et si n t a I’aido des 
Equations (ia), on relrouvera los deux valours do cosa el Ins dotix 
valours do cosp fournios par los equations (17) et (18). Souleinonl, 
le calcul n’indiqucra pas eommont cos valeurs dnvront dire combf- 
n6es entro ellcs. 

Considerons mainlcnanl deux courhos planes trances dans le plan 
des a:, y. Soient.r, y los coopdonneos do la premiere courbo of s Pa ri- 
de cel to courbo compris enlre 1111 point tixo el lo point mobile (;r, y), 
Soienl do memo 5 , y ) los ooordonndes de la seconde courbo. etc Pare 
de cotto seconde courbe compris onlre un point fixe et le point mo- 
bile (c, v]). On Irouvora 

( 2 r ) <ls* — da.* -1- dy\ d? . - dS* . \ dr , ' . 

De plus, si les langonlcs meneesh la premiere, courbe par le point (,r, y) 
eL a la soconde courbo par le point (5,vj) sont prolmigees dans les 
monies sons quo los arcs s el dies Ibrmeronl avec les domi-axes des 
coordonnccs positives des angles dont les cosinus scronl respective* 
mentegaux, pour la premiere langcnte, a 

d.r dy 
ds ’ ets 

1 -I 


' OJiuvres tic C — S. U , l, V, 
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(‘I, pour la socondc langento, a 

di d n 

dq' w 


Par suite, si 1 ’on nummo o Kangle quo los deux tangontos formtMil 
on Ire olles, on aura [on vertu do la fonmilo (3o) tins Preliminairos | 


(■>. 2 / 


COSO 


dr d£ 
ds dq 


dy dr\ d.r dq 4- dy do 

ds dq ’ “ da dq 


Los deux (angonlcs deviendront parallMcs lorsqu’on aura 


nu bien 


*°4) 


dq __ dx 
dq ~ 7/7’ 


dp __ d y 
dq ~~ ds ’ 



do _ dy 
dq ~ ds ’ 


II Paul observer, iPailleurs, quo Ics fonnules ( ^3) el ( *>/(') pouvonl elro 
rcmplacees par la sen lo equation 


K>) 

do laquclle on deduit 


d$ _ dn 

dx ~ dy ’ 


( JL = f Ia =± \/d?+dn l _ dq 

dx dy - [/di^iiyi ~ ds' 


Ajoutons quo los deux tangentes comprcndronl onlro olios un angle 
droit si Ton a eoso = o et, par consequent, 

( ) dx d\ 4- dy d o o. 


Si dans la for nude ( 22 ) on subslituc pour ds ot dc, lours valours 
tiroes dos equations ( 21 ), on obtiendra la suivanto 


(» 7 > dx g + dydn , 

\fdx- 4 - dy- \Jdy + dn- 

Lovsqiio, dans cello derniere, on no dotermino pas lo signo du second 
mcnibre, elle fournit deux valours do S renfermeos enlro zero el it, 



C/VUlUf, J)Il'T15KENTIEb 


in 


qui represenlenl Dangle aigu ot Dangle ohtus eompris enlre los doux 
(angontes prolongeos indcfinimcnl do part ol d’autre dos [joints (<*\y) 
ol ( Zi V) ). 

borsque los deux eourbos so roneonlrenl on un memo [joint, olios 
son! censers former on Ire olios los memos angles quo los tangnntes 
mmiecs par lo point rionl il sbigit. Alnrs on a pour 1 <* point do ren- 
contre 


<aS) 


t - .r, fi — V, 


ot los angles quo los deux eourbos (demon L outre olios out evideinmon! 
pour mcsiiro los valours du o, ronformuos outro zero <*l tv , qui vorifionl 
[’equation ('27 V 

On (lit quo doux eourbos sent nontta/rx I’uuo a autre iorsqu’ollos 
so ooupcnt ii angles droits, ot qu’elles soul tattle./ lies onlro olios on 
qu'olies so louche n/ lorsquYllos oat, on un point qur lour osl oommtin, 
une langenle commune, e’est-a-dire lursquo. Dangle aigu eompris onlro 
los deux eourbos s’evanouit. Dans lo soooud eas, I’ncj ti» tioji (2*)), 011 




if(\ dy 

( /<• ; "" (fas* 


osl verifier pour In point do contact. Dans lo premier oas, I'oqua- 
lion (26), on 


(3o) 


1 -l 


fit] dy 
ill tl. v 


«» 


osl verilieo pour lo point d’inlerseolion. 

II est cssenlicl d’observer quo, dans los divorsos Jurmulus oi-dossus 
cUablies, los dilTcrentielles disparaflront loutes on memo tomps quaml 
on aura elimind ds , d$ t dy ot chq ii I’aido dos equations (2 1) rduuies aux 
equations different! el I os dos eourbos proposer's, Dos cnlculs devinn- 
dront plus simples si los equations llnies des deux eourbos so prd- 
so n lent sous la forme 

( 3l ) / -/(■*>. W -J'U)- 

Alors, on vcrlu dos Ibrinulcs ^28) ot (a<)), los doux eourbos auront un 
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point roniinun corrcspondant h 1’abseisse x si oolte abscissa vi*ri fi 

liquation 

i > 2 ) f(.v) F (.e) 

H Hios so tomdieronl au memo point si i'on a do plus 

(0) ,/'(■») F'(.r). 

Au conlraivo idles dcviendroul normales 1’uno a I’anlro si I’on a pour 
lo point common 

W) i+f\c)V'(.c)-o> 

Si I’on representait los equations linios dos deux couches pm* 

(-**') J( z,v) — o, 

et Icurs equations diflerentiolies par 

(3(>) o(x i y)dj: + y t (.c t y)tix --o, <!>(.*•, j) dr -a- X (.#•, y) <ly ■>, 

on Irouverait, a la place tie la formule (33), 

(.}-.) ?iA JO . <!'( 

'/.(*> y\ X(A/i 

el, a la place do la formule (3/| ), 

On pout, sans inconvenient, subslilucr, dans la seconde des equa- 
tions (3i) ou les IcUros a-, y aux leUrcs -q el su|)j)oser, par 

pxemple, que les deux courbes soient represontdos par les deux equa~ 
lions 


^ ); r~A*)> j'3F(4 

Mors, pour quo los deux courbes sc louchonl au point don l i’ubsi-isso 

csl *' ,l su *™’ en TOrin dcs formulos (3a) ct (33), quo los valours 
do 7 et do v' correspondantos a co point region t los mdmriS dans lo 
passage do la promiijro ii la soponde oourbo. Au roslo, ootlo propo- 
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sition esl evidcnte. Car, si les conditions qu’on vient d’bnoncer smil 
remplies, il cst clair quo, pour I’abscisse .r, los deux eonrbes auront 
non seulementla memo ordnnnoc, mais encore la memo langeule. 

Examples. — Cos <\cux parabolas (hi deuxieme oldu troisiemo degre 
rep resen loos par les equations 

(do) ‘ j— -r 2 , v z-.v' 

so touclicnt a l’origine ot ont on cc point I’axe dos a* pour langenle 
commune, attend u quo les deux equations 

(40 .r- — .v' <’l •>.<• 3 ,/•* 

son l verifieos I’line ot Tatitro j > a r la valour, r o ii laquelle repondenl 
dcs valours nullos do r<mlonnrc y el de sa dbrivbe v\ 

L’originc est encore un point d(» contarf pour Jos deux eourbes 

(-|2) , i- .»* r k 

dont la langenle commune coincide avec Taxe dos :v, el pour Jes deux 
courbes 

( 13 ) y y - .r“ 

dont la langenle commune so eonfond avec 1’nxe des y. 

On nomme on general parabole du degre a oil ' f une eourho dont 

Cognation en coordonnees rectangnlaires pent fit re. presentee sous la 
forme 

(-Id) y — . A.c" on x ^ Q 

a dcsignanl une conslanle positive, Cola pose, ii est clair quo Jes 
paraboles 

( ) - y --- A r€ rt , > • [}./•'' 

so toueberont a I’origino si los quantiles u, /jsunt toutes deux stipe- 
l’ieurcs ou^outes deux inferionros a f * ii n i t , i'l qu’elles auront pour 
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langento commune, clans le premier cas, Paxr des x, dans Jo second 
<‘as, I ’axe des y. 

Nous terinincrons cotte ice on on etablissant un thborrmo <jui est 
fort utile dans la theorie des contacts ties courbes planes et que I’on 
pent imi oncer eonunc i! suit : 

Tm.onun:. — Hi am donnees deux courbes planes (jui sc touchenl, si, 
a parlir du point de con tael, on porte sur ces courbes proton gees' dans le 
mS/ne sens des longueurs e gales, mais Ire's pe tiles, la droit e (fin joindra 
les ex trendies de ces longueurs seta scnsiblcment par all vie a la nornui/e 
commune aux deux courbes. 

Demonstration. — Supposons que les longueurs egales, porters sur 
!a premiere et la secomle courbe a parlir du point do contact, abou- 
lissent, (Pune. partau point (x,y), do Paulre an point (?, Yj). Soienl, 
dc plus, s et s les arcs renformos : i" outre un point fixe dc la pre- 
miere courbe ct le point (a\ t r); Centre un point fixe. de. la seconde 
courbe ct le point ($, vj). Tandis quo les eoordonnees ,r, y; q varie- 
ront simultnncmcnt, la difference 


s— v 


rcslera invariable et Pon aura on consequence q .v -i- const., 

dibits. 


Soienl tl’aillcurs v f § les angles que fornio avec les domi-axes des 
eoordonnees positives la tangonlc comniuno aux deux courbes, pro- 
longee dans le meme sens que les arcs s et 5; a la longueur de la 
droite mencc du point |?, n ) an point (x,y)\ cnlin X, j* los angles 

quo forme cctle droite avec los domi-axes des coordoimei's positives. 
On (rouvera 


<%) 


cos a — 


(lx 

(Is “ (1$ ’ 




COS }. 



eos|3 — : 


dy ___ (Jo 
ds ftq * 


r- a)-, 


COS /J. = 



< 48 > 

(49) 


a 


a 
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fl.'i 


ot Con tirera ties tommies ( 21 ) reunion a lV'ijunlion (40) 

d.i - -i- //) dy -i- fin 2 

on, co (jut revient an memo, 


( i>o ) ((/-V -h fli) ( (lx - (IS) H- (dy -h (In ) (dj —■ do ) — o. 


Or les equations ( \q) don no rout 


(5ij 


d.r dt __ dy -+- dn 


cosx eosp 


'i f/.V. 


Do plus, on faisanl converger// vors la limilo zoro, dans la fonmilo (3) 
do I* Addition plaedc a la suite dos Lemons dr Calruf injinilesimal ('), on 
on conelut quo, dans lc voisinage d’ttnc mlcur part ten Here dr .v qui fait 
eranouir delta: /meltons don tiers, lc rappot l enlre res fond ions diffrre 
Ires pen dtt rapport enlre /ears derides el , par ronsd/uenl, dtt rapport 
enhe /ears different idles, quttnd mime res different idles el res derides 
s'evanouiraient it /ear tour pour la mlenr par/irulirre dont il s'agil. I£n 
uppliquant ee prine.ipo aux seconds niemlm's dos equations (/q))* on 
roconnaitra quo los quantiles cosX, cosp. peuvent otre delennimios 
approximalivement par ies fonmiles 


(•») 



cosp •- 


dn - - dy 
<h 


On aura done a Ires pen pres 


(53) 


dv-d^ dy --do 
cos A * cosp " ' 


Cette dorniere equalion sera d’atilant phis exacle quo les points (.r, v) 
c't (5, yj) so trouveronl plus rapproches du point do contact dos deux 
courhes, Si maiutenanl on romplaee, dans la fomiulo (5<D, les dilfe- 
rencos 

dc -i- <■/£, dy i- (in 


par les quantites oosa, cosp qui sent outre olios dans le memo rap- 
port, ct les difleronccs 

dx — d'i, dy - dn 


{ 1 ) OF.wrcs do Cauchy, S. II, T. IV, p, '.>4 1. 
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par dos quantiles proporlionnellns a ces differences, savoir rosA el 
cosu, on Irouvera dcihiilivomcnl 

('>!•. | ) cos a cosX h- <‘OS|3 co*p ~ o. 

Done la droilc mcnoe du point (E, vj) au point (.r, y) sera sensible- 
menl perpendiculaii'o a la langcnle commune aux deux eourbes on, 
re (|ui I'evienl an memo, sonsibleinonl parallole a la normale com- 


mune. 
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SIXIEME LEGOJY. 


DR LA COURRUIIE l»’UXIJ GOURRU PLANK UN UN POINT DONNC. RAYON Hi: COUrilH'HI!, 
CENTI1K DE COUimUHK KT OKItOJ.H OSCIILATMII. 


Soil R Io rayon d’un cerclo qui louche mie droito on mi point 
donnc, Si Ton fail croilre indeOminrnl Io rayon R, la portion do la 
circon fore nee qui avoisinc Io point, do oonlaol. s’approeliorn sans 
ccsso do Ja droito dont il s’ngit ol so oonldiidra sonsibfomonl avor 
cello droito lorsquo lo rapport difTorera tros pnti do zero. Au eon- 
trairc, la circonfercnco so courhorn do plus on plus si, Io rayon |{ 
vonan t a diininucr, lo rapport ~ doviont do plus on plus grand, tin 
consequence, il ost naturol do prendre ee rapport pour la niosuro do 
co qu’on pout appolcr la courbttre du cert: la. Soionl d’aiilmirs :v, y Jos 
coordonndos d’un point quoJconque do la oireonfbmioo, t Tinclitiaisnii 
on cc point, 5 l'ai'crenfonnc entro un point fixe ot lo point onlin 

Acc, Ay, At, As los accroissemenls quo pronmml 00s divorsos variables 
quand on passo du point (a?,/) u un so-eond point assay, rapproclio 
pour quo Tinclinaison croisse on deeroisse Loujotirs dans rinlorvallo. 
L’arc ronformc entro ins doux dorniers points sera prooisoinont dr As, 
ot Tangle compris ontre los rayons qui nboulissenl atix ox treat i Ids do 
cot arc sera ogal a Tangle dr At compris entro los tangontos extremes, 
Cola pose, on aura evidemment 

dr As = dr It Ar 

ot, par suite, on trouvera pour la courlpirc du 00 role 


(0 


jr _ H Ar 
n “ “ As ' 


a 


OEuvrcs de C. — S, II, l, V. 
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Oonccvons main (on an l quo Pon design c par ®, y; os -\- A.r, y -I- Ay 
Ics coordonndos do deux points sillies, non plus sur une oireonfe- 
ronce do condo, niais sur line courbe queleonquo, el assoz rappro- 
elies I’mi do l’n utre pour quo I’inclinaison c oroisso on dorroisse 
d’unc inaniere continue outre los exlrcmilcs de Pare ri; As, Le rapport 


variora on general avee Pare it A.? et sera ee quo nous appellorons la 
caurbnm tnoyenne. do cot arc. De plus, si le point (,v -I- A.r, y -i- Ay) 
viont a so rapprochor indefinimont du point (.r tt v), los deux quantiles 
± As, ± At convorgcront simultaneinent vers la limite zero. Mais la 
limite vers laquello convergent lour rapport, savoir 


( 3 ) 


dr 
ds ’ 


sera on general une quantile tinie, quo nous nommerons fa amrbtuv 
do la courbe an point (®, y), 

L'angle =fc At compris ontre los (augentes extremes de Parc J::Av 
est co qu’on appolle ordinairemeiit V angle decontmgencc. 

Lorsquo Parc d= As est Ires petit, sa eorde est sensiblement perpen- 
diculaire aux deux normales moneos a la courbe <ju<\ P<m oonsidere 
paries points (as,y) t (x-hAx, y -f- Ay) ; etla distance du point (.r,y) 
au point de rencontre dos deux normales est sonsiblemonl cquivnlenlo 
au rayon d’un cercle qui aurait la memo eourbure quo la courbe. Kn 
eflet, soientr cotlo distance et p la limite dent olio s’approche irnle- 
finimenl. Dans le triangle forme par les deux normales of la eorde de 
Parc d; A.V, Panglc oppose a cello eorde sera cvidemmenl egal a l’angle 
de contingenco ± At, tandis quo l’angle oppose au color dillerora 
tres pen d’un angle droit. Done, si l’on designe par e un nombre Inli- 
niment petit, on aura 

a / ___ j>in(±: At) 

r foafl -i- A/ a 


sin 



CAL cur, 1)1 FFKR KNT ILL. 

On on conclura, en passant aux limites. 


I _ . <k 

P -|- <ly' 1 


on, co qui revi entail memo, 


( 4 ) 


■ 

P 


ih 

7/ s' 


!)!) 


Or, il resullo bvidenimcnl dr la formula (/|) quo p nx] > rim c lo rayon 
da corcJo donlla courbure (‘stegali* a _L Co rayon, porle ii purl i r 
(lu point (x, y) sue la norinuli* <] u i ronformo no jminl, est oo qu’on 
nonime !o rayon de courbure do la oourlin proposer, rolalil'au poitil 
(lout il s'agit, ot l’on appclle centre dr courbure oollo dos exlreinites dn 
rayon do courburo quo l’on pout no nsi <1 nr(»r oommo lo point do ren- 
contre do deux norimilos Iiidnimont voisinos. Le qui a re* der- 

nior point pour centra ot lo rayon do courburo pour rayon so nomine 
cercle de courbure on ccrcle osculalrur, Il louclio bvidemmoiil la rourbe 
donnec, a la memo cmirbure qu’elle ot lournosa coneavitd dn memo 
cote. 

La courburo ot lo rayon de courbure d’une courbo peuvent biro 
presen tea sous di verses formes qu’il esl bon de eonnaitn* el quo 
nous aliens indiquer. 

Si Con proud cu pour variable independanU*, on aura (premiere el 
cinquiome Logons) 

lan^T t -~rU are. lung/, d- r ( ■' d.c, 

c/s :: dr. </ 1 y* du't 

etpar suite I’bq nation ( y i) donnera 


( 5 ) 


-r- 






sbe^T 


Al’inspeclion do cctte derniero formula* on recommit immediatomenl 
quo la courbure dovient null ot le rayon do courbure in Uni loulos 
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Concevons mainlenant quc l’on designo par x, y\ x -I- Ax, y H- Ay 
les coordonneos do deux points sillies, non plus stir min circonfY*- 
mice do cerclo, mais sur unc courbe quelconquc, el assoz rappro- 
chos lun do Paufrc pour quc rinclinaison t eroisse ou deeroisso 
d’unc maniere continue entre Ies exlremiles do 1’arc =fc As. Lc rapport 


(») 



varicra on general avee Parc ± As et sera co quo nous appollerons la 
courburc moyenne de ccl arc. Dc plus, si lc poinl (x -i- Ax, y -h Ay) 
vient a se rapprochcr indofiniment du point (x, y), Ios deux quantiles 
ztAs, ± At convergcront simullanemcnt vers la limito zero. Mais la 
limito vers laqucllc convergera lour rapport, savoir 


( 3 ) 


ck 

Yh' 


sera cn general une quantile finic, quo nous noinmerons la courbu/o 
dc la courbe au poinl (x, y). 

L'anglo ±:At compris entre les langontos extremes do Pare d=A.? 
cst ce qu’on appclle ordinairoment P angle de contingence. 

Lorsquc Parc ± Ay est tres petit, sa cordo est sonsibleinenl, perpon- 
diculairc aux deux normalcs monees ii la courbe quo Pen considerc 
paries points (x,y), (x 4- Ax, y Ay) ; etla distance du point (x,y) 
au point de rencontre dcs deux normalcs cst scnsibloment eqnivalenlo 
an rayon d’un cerclo qui aurait la memo courburc quo la eourbo. Kn 
effet, soientr cotie distance et p la limito donl olio s’approclie inde- 
finiment. Dans lc triangle forme par les deux normalcs et la cordo do 
Parc =fc A.v, l’anglo oppose a cetlc corde sera ovidommenl egal a l’anglo 
de contingence ± At, tandis quo l’anglo oppose au colo r diflorera 
tres peu d’un angle droit. Done, si Pon designe par e un nombro inli- 
niment petit, on aura 

sin (~ ±£ > ) 

/ _ _sm ( ± At ) 

r \! A a? 2 A/* 



CALC l) L IHFFliHENT JEL. 
On cn conclura, on passanl aux liinilcs, 

L-±._ ,h 

P \Jd.c* H- dy 2 


on, ct* qui rovicnt an memo, 



! 

P 



})[> 


Or, i! resullo evidemment do la formula (/\) quo p oxpmno lo rayon 

dr . 

da corclo don L 1 a courbure esl egalo a dz y* • Ce rayon, porld a parin' 
du point (tv, y) sur la normalo qui ronfermo co [mini, osl on qii’nii 
nomine lo rayon de courbure do la courbo proposin', rolalif an poinl 
doiit il s'agit, et Pon appelle centre dc courbure cello dos exlremilrs du 
rayon do courbure quo Pon pout considerin' ooinmo lo point do ren- 
contre do deux normalos infiniinoul voi, sines. Lo oorelo qui a oo der- 
nier point pour centre et lo, rayon do ooiirburo pour rayon so noinmo 
cercle de courbure oil cacla osculatcur. II touche bvidonimonl la coiirbo 
donneo, a la memo courbure qiPelle ot tourne sa omicavitodn memo 
cote. 

La courbure ct lo rayon do ooiirburo (Pune oourbo pen vent el re 
presoulds sous divorses formes qu’i! ost him do connailro ol quo 
nous ailons iiuliquor. 

Si Pon promts pour variable? independanle, on aura (premiere ol 
cinquiemo bneons) 

luogr — rh/L r -=- '1: arc laug/b dr-- '* ^ J ^ i7r, 

<lf! ~zz\z\f \ y ,u eta\ 

ot par suite Poqualion (\) donnora 


( 5 ) 


U+f*)' 


y 

,si’e J r 


A Pinspcction dc colte dcruiore formulo, on recommit immedjateineiil 
quo la courbure devient null c et lo rayon de omirlmro inlmi (miles 
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Ies fois {}uo y" so red nil a z6ro. Alors lo cerclo osculaleur so Iran** 
formo on line droile et so confond avec la tangcntc. (Vest ce q ui a 
lieu, par exemplc, pour lo point d’infloxion do la courbe ys=as* el, 
on general, pour tous los points ((’inflexion dans le voisinage desquels 
les fonctionsy oty restenl continues par rapport a x. Si, pour un 
certain point, la valour do y" devenait inlinio, sans n c la langenlo 
Tut porpondiculairo a 1’axe dos x, !a courburc sera it clle-meme inlinio 
et le rayon do courburc s’evanouirait. JSnfin, si los quantity y', y" 
dovcnaient toutcs deux infinios, la fraction 

-t- 

(<~i -/' 3 y 

se presentcrait sous unc forme indotorminoe. Mais on pourrait Oxer 
la veritable valour do cetto fraction a I’aido dos principes etablis dans 
lo Calcitl differenliel, 

Quolqucfois, tandis quo I’abscisso x vario d’uno manibro continue, 
le rayon do courburc change brusquoment do valour. (lotto oircon- 
stancc pout so presenter, non sculcmont dans los points des oourbos 
quo nous avows nommes points saillcints, Iorsquo la fonotion y' dovient 
discontinue on changcant brusquoment do valour, mais encore dans 
lo cas oil, la fonction y' rcstant continue, la fonotion y" oflVc dos 
solutions do continuite, Par cxcinplo, olio a lieu dans ehacuno dos 
courbcs 

( 6 ) y = & ^ i -h arc Lang , 

(7) ' y "cc* arc tang-^, 

\ 

pour le point qui coincide avec l'origine dos coordonneos, Ioqucl cst 
tout a la fois un point sa ill an L de la premiere courbc et un point do 
contact de la sccondc avec 1 axe dos a?, fin cflel, on reconnaitra sans 
peine, a 1 aide do la fonnqlo (5), quo, an moment oil la variable x s’eva- 
nouit pour changer do signo, lo rayon de courburc do la courbc (G) 


OAT.CUL 1) IFF Kill? NT! KD. 
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|)iiss«' do la valour 


• / ir 


a la valour 


-I- » , el 


r cl 11 f <1 c la ffHi rln* (7), dr la valour 1 a la valour 


1 a la valour - 1 

n — a rr -l- *! 

|j>i’s<jcn\ dans la formula ( / »), ,nn su bsli fti< k a soot ■ - \/i ~hj'' a l<‘ 
r;i |»|>orl onlro la normals N id. hi valotir 11 tiinoricjiio do Fordonnoo y 
1 tun‘r r c<j nation (a) do la donxionir boron ], on irouvr 


(«) 

4*1. Ton ( v n oonoliil 
(!)) 


r'.r" 

N 1 ' ' 


f' 


N" 

r'.y r 


On doli’rmiiio iaoilomonl, a I'anlo IVupintinu (;)), los rayons «lc 
ooiirburo do plosion rs oourbos, ainsi quo nous allons In Cairo voir. 

I'lrvmplr /. OcMionvnns ijiio, la coitHtaii (*' /> dlnnf positivo, on con- 
sidoro la omirbn reprosonleo par J 'cnj 11 a ( ion 


(10) 


y ' 1 1 •7.0 s , 


Colic cmi i*l)0 sera line ellipse, uno parabola on tmo hyperbole, snivanl. 
(flic la (juaiilite 7 sera notfa!.ivo, iiullo on posilivo. Do plus, 011 recoil- 
nai Ira sans pome : 1" 4 jtia I’axn doa at noimddo avoo. 11 11 axo do la 
con Hu* el J’ori^ino avoo 11110 extrdmile do eol axo; quo, dans b* 
eas nil la oonshtnlo r/ siirpasso la ejiiaul.ilo • 1, f) reprusonln lo para- 
im'dre, e’osl-ii-dii'o I’ordonnoo eleven par tin Coyer do ia omirbe. Or, si 
Ton dinorouljo I’eqiiulion (io), 011 ( ' u tii'ora 

yy' P 1 </& 

oh, par suile, 

p* 1 -Ijit/.r I tpai* /> s -| <//*, j a -|* 7 , 

puis, on (liMorenlianl da nouveau olilivisant par , 



10* APPLICATIONS DU CALCUL INFINITES IMA L. 

Ola pose, Feqnation (9) tlonucra 

N 1 

O') P ~J,i‘ 

Amsi, dans la courbe (10), le rayon do courhurc os l 6 gal an cube do 
]<i normal 0 cli vise par lo earrd do la longueur /;. Si Foil pcs mol pour N 
\aleur 

N = \/y r - Vy*/' 1 — |> 9 ( 1 -1- <1 )f . 1 2 . 


la (onnulc (9) doviendra 


,., A _ r/J 2 +(' + y)y 2 r _ 

v 1 2 > P — pi 


I £+_(! -w/)(apa? -hya ,t )| 9 
/>> 


Enfin, si la courbe proposeo sc reduit a la parabola 
(i 3 ) j s r= 2 px, 

on aura simp lenient 


(■ 4 ) 


P ” 


(r 1-f- ££ 

p 1 


p{ '-p 



Lorsquc, dans les formulos (10) cL (12), on pose a* 


o, on 011 lire 


y — o, p~i>. 

La mome remarquo cst applicable aux equations (i 3 ) et (t/|). On poul 
on conclure que, dans la parabola, dans l’cllipsc et dans Fhypcrbolr, 
lc rayon de courburo correspondent an sommol, a line extremite. dn 
grand axe 011 ii unc extremite de l’axo reel, est equivalent an para- 
metro. 

Example II, — Considcrons l’ellipsc 011 I’liypcrbole donlrt el b sent 
les deux axes et dont l’equation cst 


(ID) 



cam: UK 1) I F K 15 11 HNTI KK. 

I'M <> jx*ra n I oonnnn dans In promior oxomplo on Irouvora 


m 


'■ , yy 
u 1 b J 




/>• ( lr 


\.y 


(l(i) 


.1 •' y " /iV ., 

, r yi J ((i 

N* 

<1 


puis, on roinollan! poor N sa valour (iron dos fnrmulos (i y) do la 
sooondo Kooon, 


(> 7 ) 


(b X , , 

. A 1 

i l>* . 

y y 

, y 1 1 

.»* J ) 

f -i '' 1 1 

y') 

\*t* 



nb ah 


Si I’nn o.unsidoro on parlinulior IVlIipso 


(. «) 



y n ' 

b * 


I. 


on Irouvora, pour In rayon do oourluiro a lYxIrfruilo do I’axo -21/, 

b J 
n 

' ° 

ol, pour lo rayon do ouurhurc ii I’oxli'omil.d do t‘axo aft, 

n- 

p 1/ 

Alors, si m a roprdsoulo lo proud n\o, ^ sora Jo pnramM.ro dosipno 
dans lo proniior oxomplo par la oonslanlo/;. 

b'.vvmptr III. * C.oiisidorons la oyolmdo dans Intjuollo I’ordonnoo/ 
ol. sa ddrivdo / soul ddlormindos par Ins I’ormnlos (M)) oL (a/O do la 
soooiido Kooon. On lirora do la loruiulo (a/>) 
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puis, on difTeron tiant ct divisant par 2/, 

/=-$> rV'=-Hr = -JN» 

o(, par .suite, 


Ainsi, dans la eye loide, le rayon dc courburc esl double da la no made 
lorsqu’on proud la base pour axe dos x. Par consequent lo rayon do 
courburc s’evanouit avec la normalo ot la courburc est infinie dans 
tons les points ou la cyclonic rencontre la base, c’csL-h-dirc dans Ions 
les points de rebroussement, tandis quo, dans les points Ins plus islni- 
gnes dc la base, lo rayon dc courburc dovient 6 gal an double dn dia- 
inetro du corclo generateur; 

Conccvons mainlonant quo Ton ecsse de prendre rabscisaoa? pour 
variable independante. On trouvera 


. d y dv 

langr = ± ~ , r = ± arc tang j- > <h - 

di=z±{d. r*H- dy*)\ 


4- f !jH — dy (P.v 
~ cf.v* - 1 - ~dy x 


et la formulc ( 4 ) donnera 


(ao) ( 


i. dx d\y — dy d l x 
p {dx^Uy-'-f 


dx d 2 y — d y d 1 nc 
ds s 


Dans 1 c caS parlieulicr ou I’on considerc Parc s comnio variable indd- 
pcndanlo, on pout transformer lo second membro do la formule (20) 
de manierequ il re n forme seuleinent les deriveos du second ordre dos 
coordonnecs x etj par rapport a s. K11 effel, si Ton difl\ 3 rciUic na- 
tion 

dx 2 4 - dy 2 = d $* , 

\ 

en regardant ds coniine uno quantile constant, on aura 


(21) 


O, 


dx d % x - 1 - dy d i y 
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to:; 


cl Foil rn ccilirl tt i%'l (i'oir I 'Analyse (tlifchru/ur. Note II) 


d'\Y 

</'r 


i/y ilr'* i <!y* 1 1 


puis, cii cr.rivanl ds ' 3 ati lieu dr dr ' 3 \ dv 3 


t/s* 

Ola pose, on lirrra tli* la (brmulc (°o) 

I I {^ J rrp I / //».!■ V 

(> th* 


1 *' 1 

| 1 (<('y) 

{iKr- | < ly-) 1 

dy\ 

(‘IKvY 

l dFO'T 

tls 

>) 

1 


1 VA‘ 

) ’ w<v 1 ' 


Ajouloiis <jut‘, si, ii pnrlir <lu (uiiul (.r.r 1 ), on pniic mu' la rourlie 
<1 on ii er cl snrsn lau^eule, prulon^ccs ihius le mrinr sens ijiic i'nir ,v, 
lies longueurs cynics d inliiiiincnl prlile.s erpresrulnes par/, on Irmi- 
viTa, pour li’s roonloiiiireH dc IVxIrrinilr dr la secoinln lon^iicii r. 

. il.r , il v 

■ r 1 ' ’ f 1 ' ,/, 


i»(, pour las r.onrdonurrs rlu I*< i xf rruiifn de la premiere, 


.dr 



.#/»* 

l l (d x V \ 

‘its 1 

■.(.A* ' V 

1 „>' ! 

1 

lU* 1 


I, J ilesi^umil ill's quantiles inliniiiiciil pclilcs. Done, si Foil nomoic a 
in dislnnee ciilrr les rxlrriiiilrs dr res deux loii^iieiirs, on aura 


c(, par suite, 

1 * 3 ) 



Dr rode dernirrr fn rniitlfs rmulmirr aver rbqwiliuii (yt'J, on lire 


(• 4 ) 


r> 


iim 


/* 


Kit ro\[*i\i\\m\ri', [HittridU'Hir lc mytm dr vourhwr rf'itnv. rourhr rn ttn 
Oi.iH'l vx tic S. II, I. V, 1*1 
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point donnc, il sujfit dc porter sur cello, courbe el ,mr sa lunge nlc., p ta- 
lon gees dans le mOme sens, des longueurs e gales el infini/nenl petit os, el 
do dmser le mire, de tune, d’ elks par le double, de la distance comprise 
outre les deux exlremiles. La limitc tin quotient oat la valour oxaofo (In 
rayon do courbure. 

Lorsqu’on vout appliquer les formulas (/>), (20) on (22) a la ddler- 
mination do la courbure d'uiio courbe, il Pant commoncor par oxpmnor 
I os diflerenliellos du premier ct du second ordro dos coordonneos x, y 
hi fonction do cos coordonneos cl do la difforciiticlle do la variable 
indopcndanlc. On sc trouvora dispense do refaire dans cheque ras par- 
ticulier un calcul dc eelte especo, si Foil omploie la formula gdndrnlo 
q no nous allons ctablir. 

Soil 


>5) 


11 — o 


requation dc la courbe donnee, u designant line fonction dos eoor- 
donnecs roctangulaircs x, y. K11 diflorcnlianl cetto equation deux (bis 
do suite, on en tircra 


■* 6 ) 


du . 1)1/ . 


, , du ,, du „ ( ()- a , iPu . . ()- 11 A 

( > os dx + Ty dj = - U ? ' ,Lv + 3 7x7y Ux + ay ,l *) 


cl, par consequent, 


(28) 


dy_ 

du 

Ox 


- dx d » d 1 ,r — d.v d l y 

On ~~ On . du 

d- x — d'y 

/lx OY J 


-h 


(drf + dy 1 ) 1 


Oy Ox 


V du 
\dx 


ouy~ 

Oy) 


On aura done 


dx*y -*?*.=* _.<"±4£T (0« d , x+ ')u dly 




Oy 


:± (** llx ,^ „ . I/X rh , , VJL , t X 

[®* + (©]*"■. ** *" 



CAI-CUl, IH l-TKU KNTIKIi. nr? 

Dr relic (I «’ i’ll i c’ii 1 fornmle, eomhiiiee uver I’equalimi oh cnii- 

rltira 




tPu . 5 <P n . i)'-n 

, i .a ,h 1 ’’ i i fh’d) I . . ' 

i ile 1 ihrtfy ‘ th i 


( J 


« ■ (;v r 

puis, on rcmplaranl les fliUrnin(ii'l!< > s 

f/,r, <ly 


i » 




tin i)n 


qui lour komI rt*.sjx«rl i vrinon f prnporlimmelJcs, on Irmiveru dclinilive- 

iii i'ii I 

/fJtfV 11 , thi On ()’ u /(/mV fi J // 

^ ) , liJi / O.r 1 if. i' tty O.rOy \ dr J t)y* 

I (:!:)’ -C!:)T 

Si les variables ,v, o elaienf sepurcrs dans I V*ij un I ion (y/>), cVsl-iWirc 
*i la liMM'liini // sc rom pitsaif do deux parlies, ilnnf I’uiio i’imi IVm'iiis'iI la 
mmiIi* v:irisibli* .r ri I'lmlre hi smile variable v, nit aurail 


<Vn 

dv t \ ) 

i'I ia Idrimile ( do ) sc rril ii i rail a 






/ tin V 11 / <ht Y iPn 

\ tlr / ,/>•' 1 l,; i*/ r/./-* 


/i/« y / tin \ * I '* 

U'7 1 Uv I 


Si I'iiii applique la fnrmulc (do) mi (di ) mix' mmrbes rnprescnlmw 
par les i'»i[ualiu!is (in), (id), (in), ... on obliondra da nouveau les 
valours do p quo fniiniisseiit Ids rq nations (ia), (i/j )» 0?) 
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En terminant colic Logon, nous fcrons observer qu'on pout, dans 
la formulo ( 4 ), substituor a l’anglo * l'uno quclconque tlrs valours 
do pro pres a verifier 1’cquation (5) do la premiere Leqon, c’esl- 
a-diro unc valour do la forme 


(3?.) , ijj = ±:/ijr + arelang/ — ± «7t±t, 


ft dcsignant un nombrc on tier quclconque. Alors la formulo (4) 
devient 


(33) 


p ds 


Nous aj ou (crons quo le cc.nlrc dc courburc correspondant au pa ini ( ao t y) 
sera place, par rapport a ce dernier point, da cdle des y positives on tin 
cole des y negatives , suivanl que la valeur da rapport 


(34) 


d j/ 
dec 


sera clle-mdmc positive on negative. En c/Fol, lo centre do eourbure 
elant 1 c point d’interscction dc deux normales infln im cut voisinos, 
il est chair quo la courbc tournora toujours sa concavite vors ce memo 
centre. On en conclut, on prenant x pour variable indepen datile, el 
ayanlegard a la remarqne dc la page 82 , que le centre do conrhuro 
sera situe, par rapport au point (#,/), du cote dos y positives, si la 
valour dey" est positive, et du cote des y negatives dans lo eas eon- 
traire. D’ailleurs, en prenant toujours x pour variable indcpcndaule, 
on tire de l’equation (32) 


(35) 


dty _ y" . 

<lx 1 -t- y 1 * ’ 


et comme, en vertu dc la formulo (35), les quantiles 




soront toutes deux positives ou toutos deux negatives, on po urra evi- 



<:au:hi, f) I I** I * !■: It KN T I K l,. 


toll 


f I r iii in r ii f rnnsiiltrp li* sitin' (In fa |H'rmirri' ;m fim dll sipnr dr lit 
srrandr. Si, dr plus, on nliservr ijiir hi vsiliMir rt ! «• si^m* dii nip- 

|ior( n*s( rii I Irs jurmrs, ijnrllr (jursuif la vnriulili 1 iiiilrprmlarilr, 

on sr ( rn ti vi‘i’41 iiiiiiirfli.'iliuiKUil ranu'iir ati prinaipt* ijti’il s’apissaii 
dVlaMir. 


no 
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SEPTIEME LEQON. 

lif.TEUMIi\ATIOA AXALYTIQUE 1>IJ CI'.NTllt! DE COURIHIUK D*UNH COITllDK PLANT. 
THfiOMK DCS DfiVltr.Ol'PftFS KT DBS DfiVKLOPI'ANTES. 


Soient p le rayon do courburo d’uno courbc piano oorrespondant an 
point (a:, )'), et v) los coord ounces d« centre do courburo . Co centre 
n’clant autre chose quo I’cxtrcmitc du rayon p, port o sur la nonnalo 
ii parlir du ])oiut (a?, y), el du cote vers loquel la eonrbo lonrno sa 
conoavite, les coordonnecs v) verilicront evidemment los deux equa- 
tions 

<«) (f — ) = p* 

ot 


( 2 ) (4 — x)djc-\-('n — f)cly = o, 

doscjucllos on doduira la formula 

( a ) r ir~JL -- L~ a l T -± Bj? ” y >!: ! : {$ :: ll! I; 

(U ~ dy (dx' + dy'Y 



Do plus, il re sul to du principe elabli h la fin do la Logon procednnte 
(jin 1 , si Ton appelle tb Tuu des angles determines par la formula 


(4) 

v) — v ot lo rapport scront des quantities do memo signo. Ifin ayant 

ogard ii co principe ct ii (’equation (33) do la memo Logon, on tirora 
de In formula (3) 


'O — y l — x 


i 
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el, par suite, 

d.v „ dy 

( 6) y *-•*=- Sf 

Los equations (C), comprises i’uno el I'autre, dans fa Commie (5), 
suffisenl pour determiner Ies coordonnees du centre de eourbtire 
d’une eourbo plane. 

Si Ton prend x pour variable imlependanlc, on (rouvora, on mnlli- 
pliant chaque membre do la Commie (5) par dx, el, subslilmmt a 
sa valour tiree de l’equation (35) (sixiemo Le<;on), 


(7) 


_i- v'* 




.r __ i -l- y 


r 


y 


ou, ce qui revient au memo, 


( 8 ) 


■n-y 


i-i- vj_ 


4- 


. r < L+fJ 


Si 1’on cosse do prendre x pour variable imlependante, IVqiia- 
tion (/|) donnera 

cty __ J dy \ _ d.v d\y ■— dy d*.T 

cos 2 '!' ~~ C \d.v / ~~~ tlx 3 ’ 




i dr. dry — dy d % .v. d.i'fPy — dy/P.r 


i -I- lanfpt 


dx 


d.v 1 -h dy ' 1 


et ics Cormules (5), (6) deviendront rcspeclivenienl 


(9) 


(io) -a~y 




dx 


— dy 


d.v 1 -i- dy* 
dx d i y — dy d 1 x 


. d.v 1 -i- dy 2 

c X dx d*y — dy d x x ’ 


I 


x 


(i X 


tlx'-y- dy 1 


dx d*y ~~ dy d 1 x 


On aura, par suite, 

( r i ) (£ — x) d i x -H ('0 — y) d*y —z dx 2 -j- dy* — ds *, 


on, eo qui revionl au memo, 
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II est facile d’oblcnir clireclcmcnl oette dorniore equation. ISn ofl‘o( , 
soienl A, p les angles quo la norinalc, prolonged du cole vet's lequei 
la courbe Lourno sa concavito, forme avec les demi-axes des ooordon- 
nees positives. On aura ovulonimenl 

, ,,, £ — x . r, — y 

(id) — cosA, •-—cosy. 

P P 

Concevons, de plus, quo Ton prenne I’arc s pour variable indepen- 
clante, et qu’ii parti r du point (x,y) on porlo sur la courbe etsursa 
langenLoj prolongces clans le memo sens, des longueurs egales el 
iniiniincnl pctiles ropresonlees par i. Si I’on appcllo a la d istancc* 
comprise entro les cxlreimtos dc cos deux longueurs, la distance a, 
eompl.ee a parti r do la langentc, aura pour projections algobriques sur 
les axes (voir la page io5) dcs quantiles de la forme 


(i<i> 


i 


( H „ A t(±L 

its i J )* aVd * 1 



I, J design a nt des quantiles jnfiniment potites, et form era par conse- 
quent avec les monies axes, prolonged clans Je sens des ooorelonnoes 
positives, dcs angles qui auront pour cosinus 


C.r>) 


• H( ePit 

Itt \~tls 1 



P /d'-y 
2 H \ it S' 



D’ailleurs (on vcrtu du theoremo olabli a la fin do la cinquieme bec;on) 
la droitc sur laqudle se coinptora la distance a sera sensiblonionl 
parallele a la normalc; cl, coniine cette distance devra cHre portee, a 
pnrtir de la langentc, du cote oil sc trouvora le centre de courbure, 
nous sommes en droit clc concluro quo les limiles des expressions (i5) 
soroii t equivalents aux cosinus des angles X, p.. Cola pose*, on redui- 
sant 1 et J a zero, ct subsliluant au rapport ~ sa limilo p, on aura 


(16) 


d\v 

p^ T =cosX, 


(P )' 

P 7&* =C0S I J - 
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Si i’on cessait do prendre 1 ’are s pour variable indepondanle, il Lan- 
drail romplacer 

dKr d'-y 
ds* ’ * ds 1 


par 



ds 


> 



i ds 


Alors Ics equations (16) deviondraiout 
, . (d*x } d 2 s\ , (d 2 y , d*s\ 

w ?{-, fU* ~ djr v) = co *''- 


Si Pon mulliplio mcmbro a inombre les fonmilos (i 3 ) par los for- 
mules (16) ou (17), ot si 1 ’on ajoulo Ins equations obtcmios, en ayanl 
cgard, dans le cas oil I’on omploic Ics formulos (17)* a Pdqtiatimi (2), 
on sc trouvcra iimnodialcmenl rameno a la formula (12). 

Dans lo cas particular oil Ton promt Parcs pour variable indepon- 
dantc, on tiro dos equations (i 3 ) el(i6), reunies a la formula (22) do 
la sixibmo Logon, 


.d*x dx* -1- fly 2 „ 
x ~ p ds*' ~~ {d~x] i T'{d i y) ad * 


_ t £y _ ;i- dy]_ _ d% , 

J 1 ds 3 {dKvy-\~(d\y)* ( J 


On arrive au memo resiiltal en subsliluanl, dans los Equations (10), 
a dx et a — dy, les quantiles cl*y ct d*x f qui lour soul respective- 
moot proportionnellos en vGrlu do l’hypothbsc ad in iso \voir la for- 
mule (21) do la sixibmo Logon J. 

ISn rounissanl los formulos (r), (2) ot (11), on obtient le systemic 
dos equations 

(5~ (yj — /) 3 = p a , 

(I — <v)dx -h (•/} -~y)dy~o l 
(£ — x) d*x -h- (•/} — y) d*y — dx* — dy 2 s= 0, 

OEuvics ilc C, — S, II, t. V. 1 5 
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q ii i siillisciil pour delrnuiuer on Imudimi dr .r I lmi>» inroimnr'. 
!j, Y) i*l p. I! rsl essmiliel dr i , i a m;ii’i| hit <| n*« f o/t n tnnir, hi </r urn fin if 
la troisrrinc t ! if nation, hn'i/n'un <ii (frtrnhr hi /n./m »/r if hi t/mm/nr. 
rn O/Iiranf ro/ntnr si h‘\ U oik inrun nur\ < fan nf ih \ i/iiitnfih s t <>/i\fan(< \. 

tiiii’s(| in' le [mini ( .r, v ) v ion I ii si* dopl.ieor >111 l.i .mm In* iliiiiiin', It* 
renter eft* eourlitire so deplaee on mriiir (< a iii|»*«. Ni !«• prmniri pnint ><r 
inetil d'liur nisi ii emilinur mir la murin' donl il Yapil, |r drimnne 
drrrira imc ummdlr. rniirbr. Or, pmir nbleuir liquation dr erllr 
dernierr, il siilliru (‘ > viili , in iikmi ( d'exprimrr rn i« i >1 1 • > n d‘nnr , < - i t h • 
variable, ,r, mi y, mi .v, i*(r,, les vnlmirs *l<* q el dr tiier*. de«, jVn* 

mull’s ((‘1)011(10'), puis il 'i*! i m i n c*r retie \.ui.iblr ruin* I Im\ lor 

mules, l.'rqmilion resultant ill* I’l'limimiluui in* iruln mera pin, q n •• 
les deux variables yp el rrprrsruirra prrriMinrul l.i li**nr i|m 
Ii' lieu p[eomi!li’ii|UO ile Ions bn. renlies ile muebnir ilr la mm |n< dim 
nee. I'oiir elaltlie les prmripalrs prnprielrs dr reitr liu.m*. on dille 
renliera les Inrmulrs ( 10 ), mi, re q 11 i revionl ait iin iur, !«•■. dmi\ piv 
mir res ties equations Kn operant aiud. el av.ml i-;<,inl .1 l.i 

i'rmari|iir preredeimiieiil liiilr, mi Imuver.i 

( ">) (.■; » )</„ Mu » )'/./ ■<>( ■ 

el 

( ' 1 ) if 1 if,, 1 if)- ih t ii, 

Or il re.snlln de !'ei|iin(imi (mi > (ruir la riiiquirinr l.eeon 1 qne les l.m- 
f^e.liles ineuees ii la emirbr donuee pur lr point (.r, t }, el it la momdlr 

emirlie pit r le puinl ($,/,), hoiiI lieubiirr-, enlre idles. Done I.* 

rayon do eourluirr, qui se emuple sue la iinrinale inenee it la jiremii'i »• 
cum rlie par le [mini (.r, r), el qui almulii im pnint 1 'i, 1,), "fra. eii er 
dernier point, tangent ii la druxiemr murlie. Oe phis, -d I'm, nntnme 4 
I'are, do la nmmdli* emirho nimpris outre un pmnl live el le point 
mobile ( yj ), mi aura 

('■*'•*) 1 iftP ,t % \ 
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et Ton tirera des formulos (2) et(2r), coinbinecs avoc los tommies (i), 
(20) et (22), 

( .. ^ 

„ I £ — a _ r, — j 

(a 3 ) / ' . . 

J __ (£ — x ) d't •+- (-a — x) ([n __ „ i 1 ? _ 

1 ~ ~ y ~ ” > ' V ' > ’ 

On trouvera, par suite, 

(M) rfp = ±f/g Oil </(p-s) -:o. 

Si Ton fait, pour plus dc eomrnodile, 

p±{:-w(jr), 

on reduira l’equation (2/1) a 

ro'(.r) o; 

puis, on dcsignanlparAoJun accroissoineiU (ini attril>u<? a la variable, r, 
par A cr(o;) I’accroisscmont corrcspondanL do pq;?, t*t par 0 1111 mmibre 
infcrieur a J’unilc, on tirera do la formulo ( 8 ) do la soptieine Lotion 
fie Caleul diflercnticl 

A w(.r) = ro(.'K - 1 - Ax) —■ m(x) m '(x - 1 - 0 Ax) Ax ™ «. 

Oil aura done A (p =p <;) = o, on 

(25) Ap=:±:Ae. 

II suit dc l’equation (a 5 ) quo Fare d= A? renlermo outre deux points 
de la nouveilc courbo equivaut a la dilFdrenoe des rayons do eonrbure 
qui aboutissent h ecs deux points* Ajoutons quo, le. signo place dovanl 
la difference A?, dans liquation (a 5 ), sera loujours noJni qui preee- 

dera Ic rapport ~ dans la formule (a 3 ), el par consequent cfdui qui 
pro cod era les rapports dans los donx equations 

I — # __ _j_ •/) — /, 

p <i$ “ “ p 


(26) 
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II on resulte (voir les pages 190188) quo 1 ’arc c ct Io rayon <lci cour- 
hure p croilronl simultancinent/si la langenlo a la nouvollc courbe, 
riant prolongec dans le memo sens quo Parc coincide, non pas 
avee Io ravon p, mais avec Ic prolongcment do co rayon au dolii du 
point (E, q), tandis quo, dans l’hypothosc contrairo, Io rayon p venanl 
a croilre, Parc q diminucra. Cola pose, conccvons qu’un lil inexten- 
sibic, fixe par uno do ses cxlrcmites au point (5,*/)), ot. d’lino lon- 
gueur egalc a cello du rayon do courburc p, soil d’abord applique sup 
co rayon; puis, quo lo memo fil, restant toujours tciulu, vienne a so 
mouvoir do telle sortc qu’uno partio s’enroule sur l’arc dr A?, compris 
entre les points (£, yj) el (!■ -+■ Alj, yj -1- Ay]). If autre partio, qui rosters 
droitc et touchera la nouvollc courbe au point (5 -h Alj, yj -+- Arf), aura 
evidemment la longueur du rayon do courburc qui aboutit ii co point, 
ot par consequent colic des ext remiles du fil qui coincidait d’abord avec 
le point (cc,y) so trouvera transporloo au point (x -1- Ax, y Ay). 
Conime co dernier point cst situe sur la courbe proposes, ot quo noire 
raisonnement subsiste quelle quo soil la longueur do l’arc dr Ac, nous 
devons concluro quo Ic til inexlcnsiblc, pendant qu’il s’enroule sur la 
nouvollc courbe, decrit par son extremite mobile la courbe don mu*. 
La memo courbe so trouvera encore dccritc, mais on sens con trains 
si, apres s’elre enroulc sur Fare d: A;, le fil sc meut do manicro a 
revenir a sa position primitive, cl, dans co mouvemont retrograde, la 
portion du fil qui s’elail appliqueo sur l’arc dr A<; so doveloppera do 
nouveau on Iigno droitc. Do cctte remarquo derivcnl quelques ex- 
pressions employees generalement ct qu’il cst bon de connaitrc. On 
appollc dcveloppee do la courbe proposec la nouvollc courbe don l les 
arcs sc devcloppent on ligne droitc sur le rayon de courburc de la 
premiere. All contrairo, la premiere courbe, decrile par l’oxtrcmile 
mobile du fil onroule sur la sccondo, cst la ddvcloppantc do cclle-ci. 

Pour montrer unc application des formules ci-dessus elabJios, sup- 
posons qu’il s’agisse de trouvcrlc lieu des centres do courburc do la 
cycloid e represents par le syslemo des equations (20) (deuxieme 
Legon), ou, on d’autres termes, la developpee do ccttc courbe, Les 
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formulcs (5) dc la premiere Logon et ( 2 j) do la soconde (burn iron! 
l’cquation 

, , R si n«) si nr.) , m 

Lailffib =: y' = = CO l — j 

OT J y i — cos 6) a 


l\ iaqucllc on satisfera on prenant 

(27) ty=zt «W "I ~~ 


el dosignant par n un nombre enlier qnelconque. On aura, par suite. 


( 28 ) 


rAJ/ =: — 


a 


et les formulcs (6) donnoront 
( 29 ) ^ = aj + 2 ;^f 


f\ 




(hr 

1 7f<« ' 


Si maintonant on substiluo pour cv, y, doc et dy> lours valours tiroes 
des equations ( 20 ) et (a/j) (deuxieme Logon), on trouvern 

(3 0 ) £ = cc -i- aR sinu — II (&) -f- sino), vj — — R(i -- cosw), 

Knfin, si Ton pose 

( 3 I ) ~ 7T, 

on oblicmlra le systemo des formulcs 

(3a) £ — ttR = H<i2 — sin ft), 0 - 1-2 It It ( 1 — eosii), 

qui sera propre a representor la dovoloppoo do la cyeloide. Cette de- 
vcloppee passcra evidemment par lo point qui a pour coordomices 
x— tc 11, y — — aR, et qui n’est autre chose ([ue le centre do eoorlmre 
corrospondant ii l’ordonnec maximum do la premiere branehe. Si, 
afin do transporter 1’origine a cc memo centre, on romplaco £ par 
5 4 - rcR ot v) par q — aR f les equations (3a) deviendront 

(33) £ = R(fl — sin £2), n = R(i — cosft), 

Gommc ccs dornibres sont toutos paroillos aux equations ( 20 ) do la 
deuxieme Logon, nous clevons cone! 11 re qu’uno cycloule a pour dove- 
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US 

foppce imp autre cyclonic do memo forme cl do memos dimensions, 
dont les points do rebroussement coincident avoc les centres do oour- 
luire correspondants aux points milieux des diversos branches do la 
premiere. Ajoutous quo les points do rebroussement do la premiere 
sent cn memo temps Ios points milieux des diversos branches do la 
seconde, ct quo, la socondo cyclonic elant ropresonide par les for- 
mulas (32), sa base sc confond avec la droiLe qui a pour equation 

(34) j = - 3 R. 

II sorait facile d’etablir les equations (3o), en partant, du priindpe 
otabli clans la sixieme Logon , savoir, quo lo rayon do eourburo do la 
cyclonic est double dc la normalo quand la base est prise pour axe 
des a;. \ln effet, cn Yertu do cc principe, le milieu du rayon de oour- 
burc, cYst-a-dire ie point qui a pour coordonnces 


x 1 y n 


coincide avee le point dans lcqucl la base est Inucheo par lo cerole 
gen era teu r, ct dont i’abscisso est llco — a? -1- R sinco. On a done les 
equations 

x -+-£ , n • y -I- 0 

— — — X -I- R sill 6), ™ 0, 


desqucllcs on deduil immediatement les formules (3o). On pent 
metric, sans rccourir a cos formules, ct it l’aido du soul principe quo 
nous venous de rappeler, determiner la nature de la courbo qui sort 
de dcvoloppcc a la cyeloide. Pour y parvonir, decrivons avee le rayon R 
deux ccrclcs egaux, qui aient lours centres places sur 1’axe des y, Pun 
au-dessus, 1 autre au-dessous de I’axc des x , ct (jui touehent eo der- 
nier axe a 1 origin c des coordonnces. Concevons ensuite quo Ton lasso 
ro ulcr cos deux ccrclcs, le premier sur I’axc des x t I e second sur la 
droitc parallele y= — 2 R, do manure qu’ils no cossonl pas d’avoir 
1 axe des x pour tangente commune. Les rayons, qui, dans le premier 
instant, aboutissaiont a l’originc des coordonnces, tourneront aulour 
des centres des doux ccrclcs et docriront en memo temps des angles 
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no 

cgaux; d'oii il resullo : i° quo ces rayons seronl loujours para) loirs; 
2° quo la droile qui join cl ra lours oxtrAmiles pas sera par le point ill* 
contact el sera diviseo a co point on deux parties egalos. Or la parlie 
comprise clans le premier corclc sera dvidcmmonl la normalc do fa 
cyclonic proposoe quo decrira I’extrermlo du premier rayon. Done hi 
rayon do courbure do cello courbc, 6 gal au double dn la normalc, 
comcidera necossairement avec la droile ontiere, el le centre do eonr- 
hiire avec rexlrcmiile du second rayon. Done le lieu des oenlros do 
courbure, ou la developpee do la memo eoiirbe, sera procisemrnl la 
seconde cycloide decritc par cello exlremite. 

Les equations (6) el (io), dontmous avons indique I’usage clans la 
recherche ties dcvoloppeos, peuvent elre remplacees par d’aulrns qui 
renfcrmenl seulomenl les qualre variables £, yp oj cl y. Kn diet, soil 

( 35 ) // = o 


I’equation d’une courho plane, u designant uno fonolion des deux 
coordonnecs cv t y, Oji lirora des formulas (2) cl (u), joinles aux 
equations (26) ct (27) do la Logon prfjccdonle, 


( 36 ) 



— 'HdZJ' 

— (In.*?:) 

du ’ 

~ du " 

Ou Ou 

d.c 

dy 




d.v* - 1 - dy 3 





puis, on subsliluanl aux differenlielles 


les quantiles 


clx y dy 

du du 

dy J ~dat * 


qui lour sonl rospeclivemcnt proporlionnolJcs, on trouvern 


fd ± y /rhy 
™ „ y W ~ h { dyj__ 

~ dw / dy \ 2 d 3 u ~ du (ht (hu /Ou\ 3 d l u' 

d* 37 dy \dx) dy 3 2 d,v dy d# dy * \dy) d.e* 


( 3 7 ) 
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Gettc derniorc formule cquivauta deux equations entro los coordon- 
nees.r, y de la courbe que Ton considere et les coordonnees ?] do 
la developpcc. 

Lorsquc, dans i’cqualion ( 35 ), les variables x t y soul separees, 

i 

on a 


( 38 ) 


(Vu __ 
Ox Oy ~ °’ 


et la (ormulc (37) so reduil a 


(3g) 


l — x _ -n — y 
da die 

Ox Of 



l day O'tt (Oify rPjv 
\0x) Of 2 \ Of ) Ox'* 


Pour oblonir la developpcc do la courbo ( 35 ), il sutlit dvidoiinncnl 
(Puli. miner x el y outre [’equation ( 35 ) et cellos qui sent comprises 
dans la formule (37) 011 ( 3 q). Dans plusieurs cas, il est facile de 
resoudre les deux dernibres equations par rapport aux variables x, y, 
et d’en deduiro les valours de ces variables cxprimecs en function des 
coordonnees £, -q. Aiors, en substituant ces valours dans Inequa- 
tion ( 35 ), on trouvo immcdialcmentl’eqiiation de la developpcc. 

j Example T. — Conecvons que, les constantcs a , b etant positives, 
on considere I’ellipse representee par 1’equation 


Dans ce cas particular, 011 pourra prendre 

it 

ct I’on' on eon cl lira 

Ou 
Ox 

0 s u 
Ox" 1 



x Ou f 

a 1 ’ Of b l 5 

_i_ 0*11 1 

a 1 ’ Of' 1 O'* 
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On aura, par suite, 

Ida \ a () ! u ( <)u \ 3 Q-u i /\r^ _»-\ _ i_ 

\dv ) ()y ^ \ Of ) ().v A a-lr\a- 1 1j~ ) a- b- ’ 

<‘t la fnrniule (3t)) donnora 



On lircra do colic, derniere 
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C ... 


(t- — b- 


- -V'% 


, „ n b-~ t f 
l,. . -- - - | 

} b A ' 


puis, on ddsi^nanl par A ol B des quantiles pnsilives, oho isi os do 
maniere a verifier la formula 


(0) ~h [ a- — b' 1 ) A « : HA, 

nn (rouvera 

i _v_ ^ vi . _ ,r 1 

A * »** li " 1 A»* 


ou, oo qui rovionl au memo, 



Si mainlenanl on siilislituo dans Pequalion (/j<>) Ins valours dr 
ol de ~ tiroes dos formulos on obliemlra uno equation outre 

Jos scales variables yj, savoir 


2 2 



Cello equation, qui represonto la dovedoppoe de J 'ellipse, peal eire 
faci lemon t Iransformec do maniere a no plus ronformor quo des puis- 
sances onlieres dos variables. En offol, apres avoir eleve eliaemi des 

OEuvres de C. — S. If, t. V. l(J 



|*2:> APPLICATIONS DU UVLCUL I NCI N IT LSI M A L. 
(Iihik moinbrosa la troisiemo puissance, on on (irorn 



t*l , par suite, 


On conclut aiscmcnt do [’equation (/j3)mi (/ii) quo la dovoloppdo fit* 
{’ellipse cst ti nr courbo formic, divisible on qualm [»arl i ( i s superpo- 
sables par deux axes qui coincident, coniine eeux do I'cllipsc, aver 
los axes coordonncs, et qui roneonlronl <“(' ! (<‘ devoloppee <mi qualm 
points do ut los distances a I’origine son I A cl IL Ajontons quo eba- 
eunc dos parties do la dovoloppdo louclio los axes on los rcncnntrnnl, 
el qu’on consequence clinciin dos points do rencontre o.sl tm point do 
mbroussemonl do eetlo courbo. 


tixi'inple If. 


— (Jonsiddrons (’hyperbole representor par (’equation 





i . 


Mn operant coinino dans 1’oxempic precedent <d designanl par A, II 
deux quantiles positives choisios do maniere a vender la (orinule 


t'lG) «‘ 2 -h b-.~ A a - - 1{ />, 

on ruconnailra quo l’equalion do la dcveloppco so rod u i t a 


< f i7) 




- 1 , 


mi, cc qui reviontau memo, a 


('■«) 




ri" 

IP 


On eonclut aiscmcnt do la formula (/ 17 ) mi (/|B) quo la dcveloppco 
do riiypcrbole ost line courbo qui s’etond a I’inlini, qui so trouvo 



CAMiLJL !H FI- ISKRNT1EL. 

divisee (Mi (pialre parlies semblaldes par I os axes enurdnmius, el (jni 
so compose do deux branches separees, dmil oltarune a tin poinl do 
rebroussenienl situe sur Ic prolon^etnonl do Enxe reel a a ou y//de 
i’hyperhole, a la dislanee A on a la distance H do J’uritfiiie. 

Example HI. — Coneevons que, la constitute p elant positive, cm 
eonsidere la parabole represen tee par I’eifuaLion 


i 4 «j> 

.i 2 

■>.px. 

Dans oo cas on pourra prendre 



i 

'>/>•> — J*)* 

el I’on en eonclura 

On 

On 


0 , " 

<lr ' y 


(V-it 

O-u 


\ , --- <>. 
ti.v- 

Oy> ' 


Par suite, la Cormule (3y) donnera 

l ■ o r 9 p i o.i- 

- [ ~ - _■ I -I- - - • 

P J P V 

On aura done 

'0 j 2 

<i - *r “ /> -H i t\ - , --- — . 

y p . 

on, eo ({ii i revient an memo, 

t ~/> I'.'Fe, x' P" { l- 

Los valours do x el dej, tiroes do cos deux dornieres I’orniulos, soul 
rospootivemon t 

1 - - p ■ 1 

( 5 <>) .C : y /A f, 1 . 

En subsliluaiil cos valours dans Emulation (d<)). «t siipprinianl le 
facto ur p comnuin aux deux mom bees, on (rouvera 


( 5 i) 


3^-/0 
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d’oqualion ( >i), qu’on peut anssi mcltre sous la forme 

s 

r») — a~-f>) 3 "pn\ 

*/ 

appnrtiorif, ii la dovcloppeo tie la parabola. II est laoilo dr reronnailre 
ff tic* cel to dovoloppoe s'elcnd ii I’infini <lu role des .r positives, <| u *rl lc i 
a pour iiw l*n\« do la paraholc, <*t qu’elle it upon I re col axe, on lo 
louohant, an point donl I’aliseisso est p . do point, qni so (rouvo piano 
a la in chip distance dii foyer quo lo sominol do la parahole, osl ton I a 
la Ibis lo sominol do la dovoloppoe ol lo sou! point do robroussonionl 
(ju’olli* prosonle. Si, afin do transporter l’ori^i n i» an pom! don! il 
s’agil, on rnmplare !■ par \ p dans la Ibnnnlo (o\) on ( "in), on on 
lirora 

(53) £=-?/>V' 

ol 

(51) (;J) P • 

dos equations („>3‘) ol ( >4 ) elant comprises coniine nns pnrlioulicrs 
dans los formulos ( \\ ) do la cinquiemo depon, il c»n rosnllo <] m*. (mite 
para bole du second degro a pour dovoloppoe uno autre pnrnhole du 
degro ^ ou 
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IIU1TIEME LECON. 

sun u:s ronmiFs rr.usrs yin sont osrui atiijci s i.’um- iu: i.'ivnu: 
i:.\ i n poixt no.vs'fi. 


On dil quo do ux courbos pianos soul oscttlal rices I’une do I’nulro on 
tin point qui lour estoonwum, lorsqu’ellos out on o.o point, non sou- 
lomenl la memo langpmfo, mais encore Ic mount eerrle osoiilalom\ el 
par consequent la memo eonrbure avtto lours enneaviles lonrnees 
clans le memo sens. Alors lit contact qui oxisto. enlre les deux, o.oui’bes 
jtiMMid lo nom iY osculation % Cola pose, on elablira lacilemenl la propo- 
si Lin n suivante : 

Tui;oiu':.mk I. — Conrevons (jue deux couches planes soienl re presen lees 
par deux equations outre les coordonnecs rcelangulaires x, y, cl quo /’on 
prenne. I’ abscissa ,v pour variable, independant e.. Pour quo les deux 
couches soient oscidat rices I’une dr /’autre en an point common cones- 
vondani a I’abscisse .r, it sera access (die e.t il sujjira quo 1' onion nee v, 
relative it cello abscisse, el les dcrivecs da y, da premier el da second 
ordrey cesl-d-dire les trois quantiles 

10 ,r» y, y. 

eonsetvonl, dans Ic passage d'unc courbc a 1’ autre, les m fanes valours 
nume'riqucs el les monies signes . 

Demonstration . — En efl'ot, si cos conditions soul ntmplies, les 
deux courbos auront evidemmcnl un point coinnmn correspondent 
a Tabseisse. cc. Do plus, on conclura do I’c'icf nation (o) (premiere 
be (ton) quo les deux courbos out la memo, (nngente, do (’equation (.V) 
(sixiemo Logon) qu’cJIcs on l Ic memo rayon do oourbure, ot do la 
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remarquc failc a la page 82, qu'elles onl, lours eoneavites tournees 
itu memo cote. Rcriproquemenl, si les deux courbes sont osrulalriees 
rune de 1 ’autre au point dont I’abscisse osl x, non sen lenient les 
quantiles r, / et le signo do y" devront roster les 1111‘mes dans le pas- 
sage d’uno courbe ii I’autre, mais il est clair qu’on pourra encore on 
dire actant do rayon de courbure p, ct, par suite, de la valour niimo- 
rrqiie de y". 

Concevons niaintenant quo, y' et/'' rep resell tant ton jours lies dbri- 
vees relatives a la variable cc, on designe par 

dx, dy, cV-.r, d-y 

les diflerenlielles de x et y, du premier ct du second ordre, )irises 
par rapport a une nouvelle variable r eonsidoroe comine indepen- 
dantc. On aura (voir, dans le Calcul diflerenliol, les tommies (9) de 
la douzieine Leeon ) 

</— 

, . , (h „ d.v d,r rt- y — dy d'-.r 

(<>> ■’ ■’ ~ ~dx ~ " 'd?-‘ 

Supposons, pour fixer les iciees, quo la caraeleristique indiquanl 
une foil olio n quelconqtie, la variable independanle r suit lice anx 
variables cc, y par une equation de la forme 

0) r-j(,v,y). 

En d ifTc rent i ant cello equation deux fois de suite, on Irouvora 

- v . - < l*lr±i) ( ty. 

Ox di 0y dr ’ 

d.T (x, 1 ) d l x ^ y) d\v 

Ox dr* Oy dr 1 

0-Z(x>) ) d.i 2 ^ ^ 0 2 j(,r, y) d.v dy 0 1 -f ( x, y) dy 1 

Ox- dr 1 A Ox Oy dr dr _i Of 1 dr 2 ’ 

Or on deduira sans peine dcs formulos (2) et (4) les valours de 

Ox dy d-.v d 2 y 

dr* dr dT 1 ’ dP ’ 
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t'Xpri iik'CS on fonction des quantites 

t)ri f .>’,!•) (PZ(.r, r) ^(.r, r) . 

y. >"> — j-j. — ’ ~(hi ”#).?• #;i ’ <>r J * 

<.-U puisquc cos quanlites consorveronl los memos valours relatives 
au point d’osculalion do deux courbos pianos dans lo passage d'nne 
fiourbc a l’autro, il ost clnir qu’on pourra on dim aufanl dos expres- 
smns ( *>). 


Si 1 

’on vent prondro pou 

v variable indepewlanle lo rayon voo.loiir 

in on 6 

dc t'origino 

au point (jJ.p'J, los 

equations (d ) ot ( ''i ) drvion- 

d rent 

respectivcmont 



<6) 







dr 

.) dr 


( 7 ) 


r dr H 

r dr ’ 


< 

j 

.r d *.0 

V d i v 1 

/ r/.r r/i V 


( 0 

r dr 1 1 r dr 1 r 1 

‘ r dr J ’ 

et 1’on lirora dos rormules ( 

'7), reuni os 

anx iormnles (a) ot (0), 


/ 

d r 




1 

dr 

.r -\-yy’ ’ 



1 

I dv 

y' \/.r- -1- ,» J 



{ 

| dr ~ 





i d 1 r 

0 




dr* 

(ur -\- 

r /) 1 



d* »• _ 

.1 '( V - ■r/)”- 



1 

\ dr* 

(.0-1 



Ricn n’cmpecho, dans co qui precede, do supposor la variable 

rcduito a rano dos coordonneos tv, t >\ Si 1’on suppose, par exemphs 
r — x } los expressions (:>) dovicndronl 

y y\ o, y\ 

et I’on so trou vora iimnedialcmcnl ramenc au premier (heomne. 
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Quaiul on proud pour variable independante Faro .v renforme sur 
cliaq tie eourlie outre mi point fixe ot Ic point mobile cl qnand 

on suppose cot arc ooinple do maniere qu’i! so prolnngo dans It' memo 
sons quo los deux ronrbes au dolii du point do contact, alors los equa- 
tions ( \ ) doivcnl cl.ro remplacces par los suivantos : 

(f) ) <U~ 4 - d \ " -- (Is-, du <! 1 'V + dr d\r - - o, 


Kn combi nan t ccs dornieros avee les equations (2), on ohtienl It's tor- 


nudes 

1 d,v 

1 

1 

dy 


(■o) 

I ds 

\/V-d} n 

(Is 

/T-h y hi 


d'-x 


d* 1 

y" 


\ 'ds 1 


did 

U-i-r' 2 ) 1 ’ 


ic double signe rh devant etro rnluit au signo -I-- toules los lb i s quo 
Fare s emit avee l’abscisse x ct au signo — dans In can nnnlraire. 
Kn ayant egard a cello remarque, on oondiira dos tommies (10) i'l 
du Ibeoremo l quo, pour 1111 point d’oseulation do deux eourbes 
pianos, les qnatro quantiles 


(■»> 


d.r dy (P,c d-y 
di ’ ds ’ (Is 1 ’ els 1 


co n serve nt les memos valours numeriques nl lo mdme signe, Landis 
que 1’on passe dc la premiere courbo a la soconde. 

Lorsqu’on sc propose de decider si un point connnun a deux oourbes 
planes est un point d’oseulalion, on pout, sans inconvenient, substi- 
luer aux fractions ( 5 ) 011 (1?) los nuinera tours do cos memes frao- 
tions, c’esl-a-dire los ditferonlielles 


t |2 ) civ, dy, d'-x, d*y\ 

ot Ton etablit de celte maniere la proposition suivanto : 

Theorize II. - Deux oourbes planes haul represen lees par clewv e<f na- 
tions mire les coordonnees x, y, pour savoir si ccs deux courhos soul 
osculalrices I’une de 1 ’ autre en un point domic , il suffira dc prendre pour 


i w i i i in i i I i: i \ m i i., 


i '/» 

I'iU til / ' i < l/lih j I , <>U tun h'tn fin/l i/. h t limit t th \ I'lllltlblts .1 , i , 

,,/t l at' \ i i mi/i.'t ur < /ni. it/' , 1/ ftti/hi i/'tut jiot/tl /in, cl ii < .rtf 

min- t n fx'iii ifu'tjt, h \ nit'</h \ iii/, in \ 

, i , . > , i < , ill , i I i , «/ i 

j>, m • ft! • • lt ' ‘ ' ' < /m// i* '*i * >/( \ i/< ti t i mu />i » , 

si, <!><»- i» l In >•! ■ in' I * • 1 1 II, mi ■ ii [i |ni .i« 1 . 1 *i *<’( 1 1 1 • 1 1 * run i hr ml in If 

;i nit i < )< I « ’ thiiil i ■ • j i i ih"ii nil >ii |,i lullin' 

i , > ' 

|r , « Mini 1 1 toil |*i •* | » 1 1 .* * \ jH i im i i jin* h' [ii 1 1 ii I * i , i > ■">! tin j iu I n I 

tin ■ IlhillMlI . Ml II I Kill [»n)|| tlf III Ml I ll> I If l.lMHI <ill I'l'lflf fl h"> 

i »mii i In mi t • *in i * iii i ■ . it •( .i ‘In v 1 1 ■ 1 1 m • iin <nt nti i". , , i t fl | -. 

j',U (Ilif, l I'H [<l*i'il f jn.m VMi.ihit Ml ih [M'll ‘i.i II I f , Ifs S.llflU 1 ' 

t|r i, i , > lu.i i <i* I’lijritfiMii hint t|r I.i jiivnnri f < Mlli'hf f 1 rh* 

■it > ti j n »f »*• n i|> i im * {* i 1 1 *ii I '..ii i f .ill i , fit \ i* i In > I II I lift 1 1 run' 1 1 :i 

I Vtj ii ,t I i**'i Inin .In *1 « • i ijii.iliini i|i*i i \ i*i* < illi jUfimiT fl 

tin .1 i .>n>l fi -In , » ’> I * 'iiii .mv h ni - InHMuh ■* 


\ 



i Ml .*{11 nil 
|U> MlHI Hi 
i'fijn.thnii 
I n ut* 


[ « 


.j. .i i unit. I "i in u I* . Ii*** \ .ill* ii* * ih‘* Inn*. 

I , mi i < ( s > ■ 1 1 \ > , i Miiimi nit ih \:ul * \ .illfinlrf. 
1 t ■ | M t III p I « i J.||, fl |> . i 1[ ll.li mil'. 1 < 'll* I.I M*|l 


Si i nil « 1 til »l* 
r.ijw.ilinii Inti* »ln t 

[li »* Hill s « J -ill * * "if 


1 1 1 < mil. / j<n im v .ii i.ilih* Mi'i' jif ml.iM Jr , alnin 
,*„h ■ - 1 • »h*u\ « ijii.iimn- ihlli , m»ln‘lli‘*’ iln 
i jHfiti i , iii*ii I fin* |*i* ti*nl«‘i”‘ '•nil ' 1 !*i Inrun* 


> M 


5 < 
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u’plk: \tions mi caixul in fin itis si mat,. 


cl (I cvrai (Mil e(ro vorilieos par 1 os valours do .r, y, <h\ dy> d 1 : v, <!') 
liroos dos oqualions do la prom ion* onurbo. II imporlo d’obsorvor 
tj mo los Ibrmulos ( i (i) qui suflisonl pour dotorminor l(*s valours dos 
meonnuos Z, r\ ol p, oVsI-a-diro los ooordonnoos du o.ontro do oonr- 
l)ii ro, ot le rayon do oourburo, coineidonl avoo los lormulos (t<)) do 
la sopfiomo Looon. 


C VLCUL, DIKKKUISNTIISL. 
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NISUVlfeMK mm. 


suit u.s imiiu.s oniHms in; contact m,*, coiiumis pi.am:s, 


Considerons deux eourbos pianos <| n i so louelienl on on point 
(inline. Si du poinl do contact com mo oonl.re, ol avoo on ravon inli- 
niinonl pelil, dosigne par /, on deeril uno droonforouee, die ctm- 
pora los deux eourbos on deux [minis Ires voisins i’un do I’nolre, 
ol, lo- rapprochement pins on moins considerable dos deux eourbos, 
a In distance i dn point do contact, aura ovidemmoul pour mosiiro 
la distance inlininiont petite comprise outre les deux points don ( il 
s’agil, ou, re qui revionl an memo, la oordo do I’arc do eercle run- 
forme entre les deux eourbos. Ajoutons quo les ravous monos aux 
oxlroinilos do c<‘ L arc soronl dirigos suivanl, dos droilos qui formrronl 
des angles Ires pelits avec la langonte commune, d’oii il rosulto que 
i’auglo compris entre ces rayons sera lui-meme one quantile tres 
petite. Soil w ee, dernier angle. L’are do eorele compris entre les 
deux eourbos aura pour mesuro In prodtiit 

(i) (A> 

el la corde do cot are sera equivalenlo a 


, . . . ™ 

(■>) acsin--* 

9 . 

Si los deux courbes changent do forme, do telle maniere quo, so tou- 
chant toujours au point donne, dies sc rapprochent davanlago Tune 
do Tautre clans le voisinago do cc point, les valours do I’cxpros- 
sion (2) correspoudantos a de tres potitos valours do 1 diminucront 



m 


APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 


necessaireincnt, eoqui suppose quo la fond ion do i, represen lee par to, 
di min u(»ra elle-meme. Si, an eonlraire, on verln d u ehangomonl <1 <* 
Ibrmn, !e rapprochement des deux conrbos devienl moindre, los 
valours do & eorrcspoiulanles a do l,res pctiles valours do / croi- 
front necessairomonl. On pen! done alTinner quo, dans le voisinago 
du point do eonlael, le rapprochement des deu.v couches sera plus ou 
mains considerable . e,l leur contact plus ou moms inlime , suivanl fjnr 
les calcars de, to coirespondant a de. ires pel ties ruleu/s de. i scront 
plus ou mains grand es Co prmcipe olanl admis, il taut evidernmenl, 
pour so former line idee des diverscs especes do eontael des emirhes 
pianos, rechcrclier los divers dials de grandeur dans losquels pool 
so Irouver I’anglo infiniment petit to, considere eomme Idnotion du 
rayon i. Pour y parvcnir, ii est d’abord neeessairo de generalise!* la 
definition quo nous avons donneo de I’ordre d’une quantile inliui- 
ment petite, dans i’addition piaeeo ii la suite des Logons stir le Caleul 
infinitesimal. 

Dcsignons par a un nornbre constant, ra(ionnel on irralionnel; par 
nine quantile infiniment petite, el par k un nornbre variable. Dans !<• 
systeme de quantiles infiniment pctitcs dont i sera la base., line fone- 
lion de /, represents par/(«'J, sera un infiniment petit de Vonlre a, 
si la limilc du rapport 

(i) /</> 

est null e pour Unites les valours do k plus petitcs quo a, ot infinie 
pour toutcs les valours de k plus grandcs quo a. 

Si I'on ad op to cette definition, et si l’on designe par n Jo nornbre 
mi tier egal ou im mod intern ent superieiir a I’ordre de la quantile inti- 
mment petite /(/), le rapport 

M 

i" 

sera le premier terme de la progression gcomelrique 


i: VI. Hill. I) I I'TftU KNTIKl.. 


ir, 

< 1 1 1 1 rrsscra d’rlrr u n r qiiantilr in lin i Mini I prlilo; il’oii I’ltn ronrlul, 
i'll raisniiiianl rmumr dans I'addilimi ri !«■«•• qur /'">(/) sera la prr- 
u in ’* it iIjt I'nih'liniis 

( » i ,/ 1 1 1, /" ( / 1, ,/ \ / 1, / \n, 

< | u t rrs'ic i'll i|p s’cvaumiir ;ivit i. 

Oitaul an rnppurl 

- /< • > 

(in ■ , 

1 1 n t* I nn (It'll ii i ( ilc IVxpiTssiim i I i i'ii possnil /’ //, il pml avoir unr 

liniilr ti ii ir, mi nullr, mi inlinir. Aiusi, par exempli*. 


ami Intis qiiaulilrs i nliimiiriil prlilrs dr I'unlrr a, r( Irs i| linlirnls 
(|i)’iiii olilirnl m !(•-» divi'-anl par sax ni r 

» • ... 

» *' l U 

1 1 

mil |tmir limilrs rrsprrl i ve?» 

i 

i , n ri 

I » 

I'.rla pir.r, mi rlaldini sans prine Irs proprirlrs dos qiianlilrs iiiliui- 
iiinil prlilrs, rl ru pari irultrr Irs dilVrrrnls Irimiirs (jur noils a l Inns 
eiimirrr. 

I.immi l. Si, //// sv\lr/in' t/urlrnnt/ur, on ronsnfctr th'U.v i/inw- 
tilr's uifi/ri/nrnt / </‘<>nln \ di//rrrnh‘, firtu/tml t/ur truiru.v </nn//li!< : s 
sn/ifitnchml u/tfi/inintnil tic ;.irr. rc/lr </ in srrn <1 (in oniir film clevc 
Jiniru /me uhlt'nir cot/\in/nn/rn( In /tins f>r/i/r rntrnr nniurrujiii \ 

hcmoiKlnition. C.mirrvmis (pir, dans Ir svslrnin dual la liasr 
rsl I’mi drsippir par I /'in rl par .1 Kin tlrux quantiles inli- 
n i in (Mi t prlilrs, la premiere dr I’ordrr n, la seenmle dr 1 ordre h t rl 
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la'i 

snpposons «</;. Si I’on altribuc an nombre variable /< line valour 
comprise outre a ct b, les deux rapports 

1 ,1 

d ’ d 

auront pour limites rospeclivos : 1(3 premier, 1(3 second, zero; rt par 
suite, le quotient do ces rapports, on la fraction 

.1 

r 

aura uno limito millc. Done la valour numeibqiio dn numoralour ,1 
decroitra bcaueoup plus rapidement queeelle du denominalour I, i'J 
* eette derniere finira par dovonir coustummcnt supbriouro a I'autri 1 . 

DrMMr II. — Soien/ a , A, c, ... les nombres qui indiquv.nl , dans un 
syslr/ne determine, les orders dr plusieurs quantiles infiniment //elites, vt 
a le plus petit de ces nombres, Lasomnie drs quantiles dual il s'ai>it sera 
un infinimrnt petit dc I’ordrc a. 

Demonstration. - Soil toujours i la base du syslbme adopte. Soienl 
de plus I, J, ... les quantiles donnbos, la premiere de 1’onlre <t, la 

ncconde de I’ordre b Le rapport de la soimm* I -i-J h- • . . ii la 

quantile I. savoir 

J 

i -h T + . . . , 


aura pour limite 1’unite, attondu quo les tenues j 1 . . . auront dos 
limites nulles. Par suite, 1c produit 


aura la meme limite quo le rapport 


I 

i k 


0 (, puisquoco dernier rapporl a une limito nulla on inlinie, suivaiil 
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<Iii’on suppose k < a ou kj>a, on pourra on dire aulant cl u rapport 


I + J+ . . 

• i K 

Done I -i- J -i- . . . sera line quantile infininionl petite* tie l'ordrc a. 

Corollaira. — Los raisoiinonirnls par lesquels nous avons 6 Laid i Ir 
lennuo I! monlronl evidcnnwml quo, pour do Ires politos valours 
nunioriquos do i, la sonime do plusimirs quantiles inlinimenl petites, 
ranges do mariiero quo lours ordres I'ornionl une suite oroissanle, 
ost positive ou negative, suivant quo son premier lerme est lni-memo 
posilil* ou no^aliC. 

Lkmmh III. Dans un system? jiiclconque , la. prod nil da deux (/nan- 
tiles injinimant petites, donl la.s ordres soul designes para el garb, as/ ana 
antra (juanlild. injinimant petite da. l'ordrc a ~h b. 

Demonstration . — Soiont toujours i la base du syslbmc quo Ton 
eonsidore, ot I, .1 les quantiles donnees, la premiere de Pordrc a t la 
soeonde de Ford re b. Les rapports 

I J 

d’ ? 

auront dos limiLos n n lies , tonics les Ibis quo Ton supposcra kj>a, 
/>/»; dos limitos inlinies tonics les fois quo Foil supposcra /•<>, 

I < b, ot Foil pourra en dire aulant (In produil 

L'L - Ji 

j/.- ,7 — p, f / * 

II en resnltc cviclemmont quo lc rapport 

U 

aura uno limilo nullo pour X* *+-/<« -b£, el une limitc infinie pour 
k -b /> a -b b. Done lo produit IJ sera uno quanlite inlinimenl petite 
do l’ordrc a -b b. 
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t\'nfa. Si 1*1111 ilrs rsii’lrn i*s I, .1 m* mini «.h( ■> nut- «|*i.mli(i tin,, 
rl. r.rssnil d<‘ sViVilllnilir |Milir / <». lr |iiuilm! •.m.iil * \ »«!• mim-u f »|u 

1 1 1 c k 1 1 m 1 onln* (| in* rimin' I’nrlc'iir. 

Corolla i/c. Dims un s\slrmi‘ i| it •*] i* mi i| n i*. I •* | * i • 1 1 s > i -!«• pin .irm , 
<j Nil n ( i f.<' a s infill imi'iil (iWiii-s liiml Ins nnlim. ->»«n t il* i ■ • n *■ - ji.n ,t , 
r, .... esl uni> linin' <|ii;inlilr inliiiiinmil prlilr r«*» « 1 1 *- 

ii h i 


LwiJir. I\. Si /mis i/nanfi/, a in/inum n! /Wi/m \**hi f. f. * .///>. <' t j 
premiere clan/ /inse pour hasc, la i/nuatiu un/ J, / .>>,!•, a ,t >/n< / , t 
deti.vicme clan/ prise /mar hasc, la lrni\iiiw uot </• f ../.*»* /*. , , il, , 

dans Ic. systeme i/tii a /mar hasc la /n,mu t< , >,/,/ d i, ft .,«,// , ,p tll nt 

(in prod ah ah. 

Demons/ rat ion, Snicnl i, I rf J Ins lr«,is ifii.uihh . •|..io,« r , ; 

snrld (jur Ics dru\ ni pjiorls 

I .1 
i * I 

nielli lies lilililrs ft ri 1 1 rs rj Ii;in<| nn mi|i|hisi' .i |.»i , K ,t, / /, 

•Ii'm limifrs infinirs ijmiml mi sii|»|m>.i* .« Li Lie. /. Wi j u |l ( , 

Hair i| lie* lr pniduil 

' /'•/ p r 

,,,lni ll,lr Ii,l,il,, l,nll,, <lims prrinirn* l,v,mi!,r , i 

'Ians la srmmdr. II rsl nisr il’rn emirlmr <|m- lr i.i|,|o*i 4 

.1 

i ■< 


ama iim* limiir i m |||. |lm> hmifl . n|jj 

, ' 1 |»ar smlr qnr, si Inn jirrml / pmir J 

hhihiiiI pel id' i\c I'unliv ah. 


| hi ii i h'. iiA; 
*| n. in? Mi ill |i 


(mro/Unre /. 


1 ,| IM ,0|,, '•'Wrr Ins nrdli’s dr iimi\ ijiunhli - Hill • 

J •" I «■*!.■ r 1111 * 1111 ', l| Ill-Ill. I lit 

1 "" , f ••'I l‘l|lliMlll-|ll i,|( /,, 



CALCUL DIFFERENT! EL. 


13T 


indique Pordro do la premiere quantile, quand on prencl pour base la 
soconde. Done, si, apres avoir determine pour unc ccrlaino base les 
ordres dc plusicurs quantiles infiniment petitos, on vient a changer 
do base , los nombres qui indiquent cos divers ordres croitroni ou 
decroilront lous a la fois dans un rapport donno. 

Corollaire II. — Si Ton suppose, dans 1c lemme IV, quo la quan- 
tile J so roduisc a la quantile i, on aura evidemment 

ab = i , b = -» 
a 

Done, si, dans Ic syslemo donl. Ia base ost i, la quantile 1 esl un infi- 
nimenl. petit dc Pordro a, i sera dc Pordro ~ clans lo sysliunc qui aura 
pour base la quantile I. Ainsi, par example, lorsquo I, considere 
comma fonction de i, est un infiniment petit du premier ordre, on 
pout on dire autant de i considere oommo fonction de 1. 

Lo second corollaire, reuni au premier, cntrninc ovidoinincnt lo 
suivant : 

Corollaire III. — Si deux quanLites infiniment petitos soul Idles 
quo, rune ctant prise pour base, I’autro soil du premier ordre, lu 
nombre qui exprimera 1'ordrc d'unc quantile qudeonque rcslcra 
le memo dans los deux sys tomes qui auronl pour base les deux 
quantiles donneos. 

En revenant aux deux courbcs quo nous avons deja considerees, 
on decluira immediatomenl du lemme I et du principc otabli ii la 
page i3a, la proposition suivantc : 

Timoiubrn I. — Si deux courbes sc louchenl en un point rlonnc (P), et 
(jae Von marque sur ccs deux courbes deux points (Q), (U), silucs a la 
distance infiniment petite i du. point de contact, le rapprochement entre 
les deux courbes, dans le uoisinage de ce dernier point, sera d‘ aidant 
plus considerable que V ordre de la quantile infiniment petite 10 , destined 
a representor l’ angle compris entre les rayons PQ, PR, sera plus eleve. 


Demonstration. — En diet, si la forme dcs cloux courbes ou de l’une 

OEuvres dc C. — S. 1 1 , l. V. 18 
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(Centre olios vient a changer, do telle maniere quo Cord re de la qlian- 
ti to infiniment petite to s’elevo, la valeur ntimeriqiie de to, danslevoi- 
sinage dn point de oonlacl, diminue.ra,' en vertu du lemnie I, ot par 
suite Ie rapprochement outre Ins deux courbes de.viendra plus grand 
qu*ii n’elait d’alxml. 

Lo theorems 1 elan l demon (re, il esl natural de prendre Pordre de 
la quantile infiniment petite to, considered coniine Ibnelion de la 
base i, pour indiquer cc qu’on pent appeler Vordrc do contact des 
deux courbes planes. Soil a cel ordre. Puisque le rapport. 

sill ^ M 

Jw 

a Punitc pour 1 inti to, le prod u i L 


sera encore une quantile infiniment polite, de Pordre a , Landis que 
los expressions (i) el ( 2 ) seront, en vcrlu du lommo 111, des quan- 
tiles infiniment peliles de Pordre a- hi. On pent done enoncer la 
proposition suivante : 

TnfioitisaiR 11. — Lorsjitc deux courbes sc louchent cn an point 
donnd (P), l' ordre du contact esl infcric.ur d'unc unite a f ordre de 
(a quantile infiniment petite qui rcprcsenle la distance entre deux 
points (Q), (R), sillies sur las deux courbes , c pal email cloigncs du 
point de contact , e.l don I la distance a ce point e.st an infiniment petit 
du premier onlrc. 

II imporle d’obsorvor que la droile QR meiiee du point (Q) au 
point (R), elanl la base (Pun triangle isoscelc, et opposed dans ce 
triangle au Ires petit angle o, sera scnsibicmcnl porpeiulieulairo 
aux rayons Ycctcurs PQ, PR, et par suite, a la langenle commune aux 
deux courbes. 

ConcoYons maintenant quo par los points (Q) ot (R) on mono, deux 
droites paralleios dont chacune forme avec la tangente commune u 11 
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angle H 11 i o. Do cos deux parallels, Tune sc trouvera plus rappro- 
chec quo Tautre du point do contact. Supposons, pour fixer les ideas, 
([uc co suit la droitc mcnee par lc point (Q) pris sup la premiere 
courbe, et q tie cello droitc coupe la sccoiulc courbe on (S;. Dans le 
triangle QltS, le cote KS, scnsiblemont papal ILdo a la langenle com- 
mune, puisqu’il represenlora line cordo donl les exlremiles siluees 
sur la seen tide courbe seront Ires voisinos du point do contact, for- 
mcra evidommenl avec les coles QR, QS, (les angles finis, donl le pre- 
mier di Aurora Ires pen d’lin angle droit, et le second do Tangle o. On 
aura done, on dosignanl par I oL 1 des quantiles inliniment potilos, 


( 7 ) 



sinf- -4- A sinf-H-l") 

— — J- QH = — ~ - a t s i n - 

sin (o .1 ) sin (o -h .1 ^ a 


Do plus, cominc le rapport onlro la porpendiculairc abaisseo du 
point (P) sur la droitc QS, ou sur son prolongomenl, el lo rayon 
veoteur PQ — /, sera sonsiblomcnt egal ii cos^ — • §J = siii 3 , colic 
perpemlieulaire pourra filrc representor par un produit de la forme 



i(sino ± e), 


d zt designanl encore unc quantile inliniinonl polite. Coin pose, 
admellons quo, les deux courbes ayani cnlrc cites un conlact de 
Tordre a, Ton eonsidfcre lc rayon vcclour i cominc inliniinonl petit 
{lu premier onlro. II esl clair quo [’expression (8) sera encore un 
inliniment petit du premier ordre, tandis quo Tcxprcssion (7) sera 
do Tordre a -hi. Ajoutons quo Tordre de cello dernierc no variera 
pas {voir le corollairc III du lemmo IV) si i’011 proud pour base T ex- 
pression (8) on une quantile telle quo T expression (8) resle i niirti- 
ment petite du premier ordre. Cos remarques sullisenl pour etoblir 
un nouveau Ihcoremo quo nous allons enonccr. 

Tiikoukmk III. — V ordre de contact de deux courbes qui se louchenl 
en un point dome (P) esl in/drieur d’ une unite a l' ordre de la distance 
infinimenl petite comprise enlre les points (Q), (S), oil les deux courbes 
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soul renconlrees par une secanle qui forme un angle Jiniel sensiblemenl 
different dc zero avec la langenle commune , dans lout syslctne oil la 
distance du point de contact, a la secanle dont il s’agil csl tin infinimenl 
petit du premier ordre. 

Si les deux courbes sont representors par deux equations entro des 
coordonnees roctangulaires tv, y, ot si la tangenle commune n'est pas 
parallelo a l’axe dcs y, alors, cn supposant la secanle parallele it ce 
meme axe, on deduira du tbeoreme III la proposition suivanle : 

Ttmorubu; IY. — Pour obtenir V ordre de contact de deux courbes 
planes qui se touchent cn im point oil la tangenle commune n'est pas 
parallele a l' axe des y, il suffit de metier une ordonnee ires voisine du 
point de contact, el de chercher le nornbre qui represente. V ordre de la 
portion infinimenl pelile d' ordonnee comprise enlre les deux courbes , 
dans le cas oil Von consulere la distance du poini dc contact, d Vor- 
donnee comme infinimenl pelile du premier ordre. Ce nornbre, diminue 
d'une unite , indique V ordre de comae/. 

Corollairel. — So i cut 

( 9 ) y=J(x), / = !?(#> 

Ies equations des deux courbes planes. Elies auronl un point eomnuin 
correspondant a une valour donneo dc x, et en ce point une tangenle 
commune, non parallble a I’axo desy, si, pour la valour doling de 
les equations des deux courbes fournissontlos valours egalos eL linios, 
non seulement dc l’ordonnoey, mais encore do sa deriveo /, cn sorle 
quo les equations 


(10) 

f{&)~ F(a?) 

et 


(H) 

/'(a) = F'(u:) 


soient verifiecs, et que leg deux membres do cliacunc d’cllcs con 

servent des valeurs fmies, Dans cetto hypothec, la difference 

(I2) 

qui s’evanouira pour la valour de. * relative au point common, 
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deviendra infiniment petite quand x rocovra un-accroissemonl infini- 
ment petit; et si Ton considcro cel aecroissement comme etanl.du 
premier ordre, l’ordrc de la quantile infiniment petite qui reprd- 
senlcra la nouvclle valeur de F(a?) — f(x), surpasses d’uno unite 
l’ordrc do contact dcs deux courbcs. 

Corollaire 11. — Si Ics deux courbcs sc toucheiU on un point do 
l’axe dcs y, mais sans avoir cot axe pour tangente commune, il snl- 
fira, d’apres cc qu’on vient do dire, pour determiner 1’ordro de con- 
tact, do chcrchcr Ic noinbre qui indiquora 1’ ordre de la difference 

on considerant l’abscisso x comme line quantile infiniment petite du 
premier ordre, et de diminuer ee. nomhre d'uno unite. En operant 
ainsi, on reconnaitra quo Ics parabolcs 

(i3) y — x\ y — x 3 

out h l’origino dcs coordonnccs un contact du premier ordre, Landis 
quo, au memo point, les deux courbcs 

(id) — y — gn+Z 

auront un contact de I’ordro /z, ct les deux courbcs 

(ij) y = .v i , y = j-y 

5 i 

un contact do l’ordrc j — i = 7 . 

h i\ 

Corollaire III. — Supposons quo les courbcs (9) a lent un point 
commun correspondant a 1’abscissc x , ct en cc point une tangente 
commune non parallelo a l’axc dcs y, avee 1111 contact do Ford re a. 
Soil d’ailleurs n le noinbre cn tier egal ou immediatement supericur 
h a. La difference 

<12) F(;r) — /(.r) 

sera nulle; et si 1’on designe par i un aecroissement infiniment poliL 

du premier ordre attribue a l’abscisse x, [’expression 


(. 6 ) 


F(« + i) -/(iC + O 
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„ m (en vcrtu du corollairo I), un infinimcnt pc*K <lo « 4- < 

Or, !es derivees du cello expression par rapport a / (Haul respective 

1,10111 FV + /I- /<•* + «)» P'V -1-0 -/"(•»' -i- 0. •••» 

il ir suite do ee qui a die dit ei-dessus (page t 33) quo 

T?i li+ lifit' _l_ / 1 — /■<«+* V.i- /) 


sera la premiiTC des expressions 

l*(-r h- t) -/(.r + /), I'V + 0 -/V + ' )> 1,1 V -I" 0 -/"(•'■ 1 >• 

qui cc&scra de s’evanouir avec i. En d’antres (ornios, 

p(«+D(. r ) _/<«+ i)(.r) 


sera la premiere des differences 

I’(^)-yUO, F'(.r)-/'(.r), F*(.r) -/"(.«>, ... 

(jui obtiendra line valour ditto rente dc zero. On aura done pour le 
point conunun 


I'V) 

=/<*). 

l%r) 


F"(.t) 


F‘">(.i?) 



Par consequent, lorsquc deux courbos sc touchonl en un point oil la 
langcntc commune n’est pas parallelc a I’axe des y, non seulemeiil 
pom* le point dont il s’agit Pordonneo y et sa dorivec y' no ohangenl 
pas de valour dans le passage de la premiere courbo h la seeondo, mais 
il on est encore de memo des derivees successives y", y"\ .... jusqu’a 
eelle dont l’ordre coincide avec le nombre on tier dgal on immediale- 
ment supericur a Pordrc du contact. 

CorollaireJ V. — Si, los deux courbos ajanl un contact do Porcini a, 
lalangcnte commune devenait parallelc a l’axo dosj', alors, on allri- 
Iniant ii Pabscisse du point de contact un accroissemont infiniinonl 
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petit du prominr ortlro, on no trouvcrait pas general cm enl pour Ja 
valour correspondanle do la difference F(*r) — /(a?) tin infiuimenl 
petit do 1’ordre a- f- i . Neanmoins, on. pourrait encore determiner 
1’ordre du contact par la mclhodc dont nous avons (ait usage, pourvn 
quo 1’on substituat la variable / ii la variable .r, e( reciproqucment. 
Ainsi, par exemple, pour monlror <juo los deux eourbes 

j i 

( 1 8 ) yrr.t", / ~.v°, 

qui louclient ii Torigine 1’axo dos /, out on co point tin contact tie 
I'ordrc il suffira d’observer quo lours equations, resolues par rap- 
port a x } prennent les formes 

V 5 

x~-y\ .T = /‘, 

5 

(il quo la difference/* — /** est un inliniment petit de I’ordrc 

r, . 

r~ M T 

* 

quand on eonsidere / commo tin infiniment petit du premier ordre, 
Quant it la difference l’(.'o) — /(x), olio so red nil, dans cot exemple, a 

*. i 
A ,a — X ' ; 

et lorsque Ton considbro x comme un inlinimenl petit du premier 
ordre, die est une quantile infiniment petite, non plus de I’ordre 

in a is de I’ordro 1 sculement. 
h 

Corollaire V. — borsque la tangenle commune n’ost pas paritllelc ii 
1’axo dos / ct quo I’ordrc de contact est un nonibro eiilicr, il suffit, 
pour determiner cet ordre, de clicrcher quelle est la dermbre dos 
equations 

(19) f(x)~V(x), /'(tf) = F [{as), (.»), 

qui sc trouve verifiee par l’abscisso du point de contact* L’ordre dos 
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derivees comprises dans cctle derniere equation sera precisoment Ic 
nombre demande. 

Pour etablir le thcorbme III, il n’est pas necossaire do supposer 
quo la secante menee a une distance infiniment petite du point do 
contact des deux courbes donnees resle parallblo a ellc-memo pen- 
dant quo cettc distance diminne; ii sulfit quo Tangle forme par cello 
secante avee la tangente commune no devionno pas i nfin inion t petit 
ot converge vers une Iimite finic diflercnlc do zero, (Test ce qui arri- 
vera, par exemple, si la secante donl il s’agit passe par les oxlremiLes 
do deux longueurs cgales et infiniment potites portees sur les deux 
courbes a partir du point de contact.- Dans ce cas partieulior, Tangle 
forme par la secante avec la tangente commune aura pour Iimite nn 
angle droit. Il est aise d’en conclure quo la distance du point de con- 
tact a la secante sera tin infiniment petit du memo ordre ({lie ebaouno 
des longueurs ci-dessus menlionnees. Cola pose, on deduira immedia- 
lement du thcoreme III la proposition suivanto : 

Tiieoiu:me V. — Pour oblenir l’ ordre de contact de deux courbes qui sc 
louchent en un point donne, ilsujfit de chercher le nombre. qui reprdsentc 
l' ordre de la distance infiniment petite comprise entre les extremiles de 
deux longueurs e gales portees sur les deux courbes a partir du point de 
contact, dans le cas ou ces m&mcs longueurs deviennent infiniment 
peiilcs du premier ordre , Le nombre dont il s’agil, diminne d’une unite, 
indique toujours V ordre du contact. 

Corollaire /. — Soil i la quantile infiniment petite qui roprosonlo 
cliacune des deux longueurs. Designons on outre par x, y et vj les 
coordonnees des points auxquols ces longueurs aboutisscnl sur la 
premiere et la secondc courbc, et par 

( 20 ) 

la longueur do la droile menee du point (£, vj) au point (x, y'). Si Ton 
considerc i comme un infiniment petit du premier ordre, et si Ton 
appelle a \ ordre de contact des deux courbes, la distance a, comprise 
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outre les deux points (,v, v) cl ( £, yj), sera (on vorfu du Ihcordme V ) 
un infinimonl pel, if tie Pordre a -h r. Par suite, Ic cam? tie cotta dis- 
tance, on la somme 

(°-U (•** — - a) 9 , 

sera un infinimcnl petit do Pordre 2(a + i); cc qui exigo tjuc les 
deux diflorcnccs 

(■«) .v-i, y — o 

soicnf do Pordre a -i- i ; on tfuc du mains Pune soil tie col ordre, 
l*au Ire (Haul (Pun ordro plus clove. On arrivorail a la memo conclu- 
sion on observant quo les valours nunicriqucs des expressions (22) 
reprdsenlent les projections dc la distance a sur les axi*s ties ,v et 
desr. Kn oflol, il esl aiso dc roconnaitre tju *une distance infinimcnl 
petite et ses projections sur les axes coordo/mes sent cn general cles tjunn - 
life's de mime ordre. Settlement, V ordre de la projection sur run ties it. res 
peat stupa user l' ordre de la distance, dans le eas oil eelle-ei devient sens i- 
blemenl parallele it l' autre axe. Main il os l olair quo cette dcrnicre 
eoiulifion no saurail dire remplie a la lois pour les deux axes des x 
el des t y. 

Corollaire If. — Oonscrvons les monies notations quo dans le corol- 
lairo precedent. Soil ton jours a Pordrc do contact des deux courbes 
denudes, et ddsignons par n le nombre. cnlicr egal on iimucdialeinenl 
supdricur a a. Puisquo, la quanlite dclant regardee comine iniinimcnl 
petite du premier ordre, les deux diflorcnccs 
('>'>,) h y--n 

doiventdtre Pune el Paulre de Pordre « -hi* 011 Pune de cel ordre el 
Paiilro iPun ordre plus clove, il rcsullo do co fjtii a die dr t ci-dossus 
(page i 33 _) quo, si Ton proud i pour variable indepemlanlc, les ex- 
pressions 

d(x-i) — O 

di ’ fit' ‘ tli" ' ' 

d(y — -n ) tl 2 ( y — r, ) d" ( y — - n) 

'di " 5 i/P ' * " ' } (It* ’ 



Oh 11 vies de C — S. il, t, V, 


H) 
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s’evanmiiroul aver, i, (utulis <| m* rliiH'ii lit* <!<"> drn \ 

/ d" '*(./• c) '/""(I h > 

CO ) ( fjn , l ’ i i 

mi (In inoins Pune d'culrr , itsmt.’i dr sY\anniiir pmir / •*. 

Soienl d’ailleurs .v cl. ; Ics arcs rcnl'criucs : i" cnlrc nn pmui |j \ t * dr |,| 
premiere des roiirbes dnniiecs rf lc (mini mobile < ,r, \ •»" cnlrc mi 

point (i\c dc la sccondc rmirlic el lc jm i n I (mmme Ics t mi> 

variables i, ,v cl. ? dillereronl cnlrc idles dc ijnanhlcs nmsl, Miles, mi 
aura 


ti) 


di t/\ i/,: 


cL I’ou potirra prendre pour variable imicpcndniilc, ijiund il -.’npir.i 
debt premiere eourlie, s an lieu dc ijiiaml il s , n{'ir.i dc la M-nntde 
eourbe, $ an lieu dc /'. (lela pose, Ics expressions ( •• > i cl i *• "i i dc\ iru- 
drout rcspeetivenienl 




d\r 

d\ 

</'■ , 

,/• 

(■Mi) 

1 ’ u ’ ds 

di ' (h ' 
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i/\ 1 
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/ <h' 
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dii d\y 

d'l, 
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dy' 
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(V) 

< 1 " 1 1 

./• d " ' 1 

1 

d " 1 1 , 

d’ • • u 


(ts" 

1 1 dy ■ 1 

d .\ " 1 

d n • ‘ ‘ 


b'n egalanl les expressions (•.>(>) a zero, mi 

formcra lc 

s equal unis 


' , di 

, c ,r. 

d.r d*c 

d\r 


d ' d ’ i 


1 d$ 

(/S ’ d^ ■ 

dy ' 

* 

//* ' ds ‘ 

(ti) | 

dt i 

h V, 

dy d'u 

d>v 


d 1 li d ‘ I 



<k ' dy 

dy ' 

• * * > 

(L‘‘ -/> ’ 


liiii •Invrnnl Louies se. verifier pom- le poinl de eniiluel des ill 

proposal's , Niixl is <iui!, pour lo memo poinl, eluirline des evpre,- 
sious( 2 7 ), oil oil mollis 1*1111,1 (I’enlre elles, oiiliendru line rulenr dil- 
len'nte de zero. Si imiiiilenunl. mi oliserve i|ii\in penl, suns ineimve- 
nicn| , sw^OliK-r, <|il!ind il s'upil do in mile ennrlie, le> lellres 


* \ I ‘ I I IM I I I IM-.M II I . ,- l7 

i..» 1*1 v .i" \ 1 . 1 1 n- . .. I, rl .. Mil .III ;m llirun'-mi* 

1 1 nt' 1 1 1 1 1 1 . .illmi . I'Mtiin i i : 

I in "I. nil \ I / hint i".uu>\,,\ ,/, nr rntiflns ,/m \r /nnchrnl >n tin 
/><>tiif, W I'm, , nn \i<ii < i An . not .iontu , \ i, \ ,/r , luirn/tr , t/r\ m/nt/ir 
,/i S /mi'fn</t\ -A / 'Hi ■. pm /i,‘/n rnuuhli in, l, /„ n, Ionic , ,/ w sn p 
/ms, /■/ nt. •nm/'t, ./> !,U- nmnot, ,/n t/ ,l,in\ I , nn'/nr u n\ 

/min A \ </> it i i <>nt A. n ,iu , A ,*./ ,fu jun/it «A i o/ft, nt, non uti/i/wnf /mm I, 

pot /it <lon l i / v it \ ft , A \ t iii t\ff‘!> •. i , i i / l, m \ ,(, to, , \ ,lii pi , m I, f m i /ff 

^ ^ n. < A.m ^ font pn\ iA \,tl,m\ ,hin\ /, pownyj , 1 , A/ pn/nh'rr 

loinfh it i>t \> oii'h , nnlt\ 1 1 . n to tiiini. .A no nn i/n i/imi'ii n w/iim 
m< n • f ' , ‘ ,o ‘ ‘ ii ilmif I nit/t, \ri,t tiiiln/nr 

/ mi tmuio. ','i/t.i t -.f/ on tnihn ,imt> in, nt Mi/n t n m n /‘oi,/i, ,/n 

nmtit* 1 1 >•!!' *1 umil < 1 .- 1111 . »r. i| II I I rUi |t| t ! i »n | 111 mini 1 1 Inn 

*ii ml« < | in 1 < I * * n \ im.iiili*., uii .hi mniir. I'unr ,\v. 
1 1 1 * 1 1 \ , • Ii.iii.m Mini *l< \.<l» in . 1 1 n ;i i m 1 mi |»;i m-i.i iI'iihi* I'ninlir ii l*;ml r*». 

I oioifitti, I '<i l< , ♦I**n v. iHiiilir Mill i li 1 1 {' rill'., mi nml.irl ill* 

I’m. In* /;, /, .!< i;*n.<nl mi nmiiliii- i nlu t if u ■•(< mm*j ii ■* , iiliip,, i|;iii* I 

I Ml '• ill ) I j'M Hill .< 1,1 I'lMHilr, lIliUHII*’ lll’t Ijllillliill". 

,t . r . ,/n 

i. ' ./• * ./. ■ ' 

I . .1 , . /■ i 

• . o> ‘ n, 

imiii'I \ i i a ).i iin'iin i .ill in |imiii Ir pm ii I i|i* i mil, irl , l.miil’. 1 1 in* ili;t 
» mu' ilr i|mn i|. i i \ r» . 

:• i , 

mi .tu Him n > I ' ii in ilr ih ns, |«i i* it *! i <i n in* N.ilnir n mi v**l It* . 

(oiif/ftllh H 'mii} 

! » • , * i « , i , 

inn* Ihih Iihii «| ii tj ii** »lm iIimis itimlili'H a\ i. Si run i’i» ii^m I i* rt* 
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cos variables elles-mcines comnic des functions do .v, propres :i ropi'T* 
senior les coordonnees do la premiere on do Ja seconde noiii'fio, r de 
viendra pareillement fonclion de s, et Ton Irouvera 


(L>) 


. dr 
| 

d.T(x, j) 

d.r 


d$(x , ) 

dy 

ds 

0.v 

ds 


"dy" 

ds 

d'-r 

<),i{.r,y) 

d 2 .v 

a* 

()J(X, ) 

d\Y 

ds 1 

Ox 

ds 1 


dy 

ds 7 

i 

, d i ,i(x, y) 
“*■ dr 1 

dx- 

ds 1 

4- a 

<r-/n^ y) 

<)x<)y 

d.v 

ds 

d" /■ 
ds" 

<)j(.r, y) 

m *y " 

d"x 

ds" 

-i- 

d,1(x, y) 

<b' 

d" ) 
ds" 


Or, do ces dernieres equations, jointes an eorollaire I, ii resnlle evi- 
dernment qtie, si les deux courbes proposeos out onlro (dies mi eon- 
tact de 1’ordre n, chacune des quantiles 


(33) /'— ,f(.r,y), 


dr _ dtf(x t y) 
ds ds ' 


d*r_<l*f(.r,y) 

ds' 1 ‘ ds 3 ‘ * 


d"r 

ds" 


(/" r 7 (,f, V) 

ds" 


eonservera la memo valour pour le point de con tael, dans In passage 
dela premiere courbo a lasooondo. O’estee qui nrrivera, par exemplo, 
si I’ou proud pour /de rayon vocleur menu de I’origine an point K 
ot determine par la forniule 

Ajoulons quo la deriveo 
(35) 

ds "-* 1 ds" 1 1 ~ 3 

determine par liquation 

(M>) till'- r) d" >-'r 

ds"-*- 1 0.V ds" • * ()y ~ ~ >/.;« i f “!■••• > 

change r. a o rd i n a i remen t de valour, quand on passora de la premiere 
courbe a la scconde, parce quo chacune des expressions (do), ou an 
moms rune des deux, prendra unc valour nouyollo. Noanmoins In non- 
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1 h 0 

trairo pourrait avoir lieu tlans certains cas particuliors, par exempli* 
si les valours tie a.' ct y relatives an point do contact rcduisaienl it 
zero, dans le second mend) re tie la fortnulc (36), les coellicioiits ties 
expressions (3o), savoir 

) d.f{ r, y) 

071 , li; ’ 

ou du moinsle coefRciont dc cello don l la valour eliangerait. La memo 
remarqiic s’ applique aux dcrivoes 

//»»»/• d"-* 3 r 

(3b) 


Si, pour fixer les itlees, on considerc les deux courbes 
( 1 3 ) v : .r\ 

qui sc Louclunila Torigiiic, ct si l’on prcml 


t«’9) 

on reconnailra quo, pour le point do contact, noil seulement r el 
mais encore -j~> conservenl les memos valours dans le passage d’nne 
courho a I’aulrc, quoique le contact soil du premier ordro soiile.inoiif. 

Corollaire 111, — Concevons inainlennnt quo Ton vHiillo prendre, 
au lieu dc s, r ~ $(>v, y) pour varialilo indepcmlanlo. Alovs on pourra 
concevoir quo, les coordonnees a. 1 , y olant toujours jbuolitms do 
s devienne fonction do r, et I’on tirera do I’dquation ()i), diHV;rpn- 
tice plusicurs fois par rapport a r, 


m 


i!i 

its dr* 

d ,i( x f v ) (P .i d x 3 ( ,r, y ) / its \ 3 
ds dr 1 ds- \ dr / ’ 

d3(x,y) d*s .. cl 1 3 ( ,r, y ) ds d-s : d i 3{x i y)/ds y 

ds ‘dr* ~d? ’ dr d?* ' I_ ' ~d,s' Vdr) ’ 


dj(x,y) d"_y 
' its dr* ~ t ~ 


o 
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Or, <li*s form iilrs ( 1<> ), mmios an oorollairo ll.il rosiillo *•' i il fin iih* i 


quo, si los doux courbes proposers uul 

onlro riles 

tin oonlaol ilr 

I'ordn 

> //, los ijiianlilds 




(-10 


ds d's 

d's 

d" s 



dr' dr' 

dr' 

dl " 


ronsrrveronl los me 

nios valours 

rolatiw's ; 

ill poinl do 

oonlaol, qiiaml 

on passora d i* la pi 

’outturn com 

■bo ii la si 

•condo. Ku 

substituent oi“. 

valour 

s dans los equations 
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tlx tlx ds 


dy 

d) ds 



dr ds <h 


dr 

ds dr' 



| d i x dx d\ 

v d'.r / ds \ 

: d'y 

dy d's 

d'y i ds ' 

(h) • 

dr '■ ds dr 

1 1 ds' \dr ) 

1 ’ dr 

ds dr' 

ds' l dl ' 


d"x dx d" 

s 

d" y 

d) d" s 



\ dr" ds dt 

„ I • . • , 

dr" 

ds dr" ' 


ol aynnl, dpaird an i 

torollairo 1, 

on parviondra a u \ o 

otioliisioio' Mil • 

vaiitos ; 





Sili 

*s doux oinii’ln 

•s proposoos onl onlro o 

lies tin nuilaol do I'ordro n. 

o( si 1 

‘on proud r 

a( r, r) pour variable 

• inddpoiidanlo, non sou lo- 

nionl. los ooordunndos x, y, mais encore lo 

ill’s ddrivdos, jusqu’ii eellr* 

do I’ordn* /t, savoir 







dx d'x 

d'x 

d"x 


<«'0) 

i 

| dr ' dr ' 

(II ■' ’ 

' dr' 



| dy d l y 

,/■' r 

d" Y 




///• ’ dr' 

dr'' 

1 1 
dr 



ooiisorvornntlos monies valours rrhif i v«*s iiu poinl do ooulaol, qiiaud 
on passora <1<* hi premiere rniirbe it la seromlo. il osl done poruii** < I f 
substiluor ii la variable .v, dans lo nnrolhiire I, la \ arialili* /’. I i i* i • par 
mm f <| nation liuin <| unh'.niHi n <* aux doux euurdouuoos .r, y, Soule- 
ininil,, nprbs cello substitution' I' cm no pourra pas nUiriner quo, pour 
1 1* point do contact, I’uno an moins dos doux dei’ivdes 


r/ w, ’.e ii" ' 1 )■ 
dr " ' 1 ’ dr " ' 1 * 



<:au:ui, in man-: ntiiu. 


Ifil 

change <1 (' valour (Inns le passage (In la premiere emirbe a la seennde. 

<■ uroduirc IV. Supposnns (|iio, I’onlre du roulaeJ des deux 

eotirbes dmmees elnni rj^n I a n y I'nn premie Initjnurs /* pour variable 
iiidepemlanle, cl (|uc I’nn drsippie par 


t>, <h ••• 

* « 

dn iiunvcllcs ('ciiii'I inn s lies courdmi nees .r, r. On aura 


Vi 


dp 

dp 

d.r 

dr 

dy 




dr 

dr 

dr 

' <>y 

dr ' 




d'n 

dp 

d'x 

dr 

tf ) 

i)’’P d i 1 d' j> d r 

d'p 

dp" 

dr' 

dr 

dr 3 

th 

dr- 

i d.r' tlr ' 1 ! thrdy dr 

d\ ‘ 

dr 1 ’ 

d" /> 

t)p 

d" r 

i ,)r 
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dr " 

<)r 

dr" 

dy 

tlr" 





i‘|, nn in m c les expressions { H) rmiserveronf Ins iiirmcs vnlcitrs rela- 
liyes an pninl (!e ncmlael dans Ic passage de la premium enurin' ii In 
seeonde, if est elair ifu’im pnnrrii en dim niilanf, non seuJemenl des 
I’nneliuiis deri veos 


tfp d s p d" (> 

dr' dr'-' *" 1 dr"' 


dniil Ins valours seronl determiners par les formiilos { i / j), mais 
enenm des di/Iemnliniles 

dj), d l /> < (“/i. 

On arriverail. ii des emielusions srinblahlrs nu suhsliluanl ia In n c- 
lion ([ h la I’niielinn />. linlin on pmirrail nr lin n jjjcm* culm Hies les 
lone!, inns p, tj , /*, ... de liuil.es les inanieres possibles, el nllirmer, 
par exempli', (jiie, dans le eas oil ie eunlaed est de I’ordm />, les 
deri yens 

. dr d : r d" v 

. df>' d/d ' ’ “ ’ ‘dp" * 

prisi's par rapport ii la variable p (ton side re o. oomme hidependanlo, 
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et les diffcrcnlielles 

( dp, d 2 p, ..., d«p, 

(W) 

(<//•, cP-r, . .., d"r, 

prises par rapport a la variable <7 oonsideroe eomme independanle, 
oonservent les memos valours relatives an point de contact, tandis 
qu’on passe d’une courbc a l’autro. 

Varollaire J'. — Hien n’cmpecho de, supposer, dans les eorol- 
laires II cl III, 

r — X. 


Alors cellos dos expressions (/|3) qui renfermonl la variable x sc 
rtiduisent, la premiere a I’unito, les aulres a zero, el, cellos qui ren- 
ferment y dovionnonl rcspoctivemont 


W) 


( l ) tPy d'y d n y 

dx ’ dx l ’ dxd " dx 1 ' 


Done, si les deux eourbes proposees out outre dies un contact de 
I’nrdro//, et si I’on proud x pour variable independanle, non soulo- 
incnt I’ordonnee y, mais encore ses derivoes succcssives jusqu’ii cello 
de I’ordre //, consorveronl les memos valours relatives au point de 
contact, dans Ic passage de la premiere courbe a la seconde. Ajou- 
tons que, dans co passage, la doriveo do Pordrc n -b i et les suivantes 
prondront ordinairement dos valours nouvclles. Neanmoins le. con- 
trairc pourrait avoir lieu dans certains cas parliculiers. Ainsi, par 
oxomple, si Ton eonsidere los deux eourbes 


(5o) x—y*, ,r:”j' s , 

t 

qui so touehenl a Forigino des coordonnees et qui out l’axo dos y 
pour tangente commune, on rcconnaitra que, pour le point do con- 
tact, chacunc dcs quantiles 

dv d 2 y d 3 y 
^ ’ dx ’ dx 2 ’ dx ‘ ’ 5 


conserve la memo valour dans Ic passage d’une courbc a l’autre, 
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i:i:t 

savnir la qiuiiif ifo y line valour nullc, «•( oliaouno dos ddrivoos 

tinr vnliMi r iuiinio, i|iioi(| lie lo ronfiiH soil du pri'in ii'r onlro 
so ill onion I . 

I mi' la laiitfonlo ooimnuno mix doux run riles dominos no eoiu- 
oido pas avoo I'axo dos y on avoo nno pnralloln ii orl a\o, ^ osl la 
doruinro dos dorivnos do y qui omisorvonl los monies valours pour I os 
dnti\ oonrltos (nn'r I r oornllairn \' du llinornmo IV) ol, par suilo, la 
dnrivee do I'ordro // I i.savoir 


ih < \y 
tb ' 1 ' 


ohan^o udo.ossairomonl do valour dans lo passage d’lmo ooiirho h 

railin'. 

(Uuvllahv 17. Deux o.mirbos ijui on ( onlro olios uu onulaol du 
sooond onlro, on d’lin onlro plus olovd, soul fun jours osoulali'ioos 
I'uno do Taulro, pnisijii'ollos iloivonl. I’oimiir los memos valours dv 
,)'• .)'• . y " n*l«livo.H an poiul do omilaol, dans lo oas on I 'on olio isi I 
I'alisoisso ,v pour varialdo inddpondanlo. I{ooijii , oijuonionl, donv 
euiirbes osoulalrioos, dovanl snlislairo ii nolle rum) i linn, (| urllr quo 
soil la droilo quo I'oii pronuo pour axo dos .r, on f iieoessuimnonl, 
an point, d'osoulaliim, mi oonlaol du sooond onlro, on d'nii onlro 
snpdrioiir ii y. 

I'Ih lerininanl oollo Looou, nous I’orons observer quo los llioo- 
n’Miios IV id VI, avoo lours dill'oronls oorollairos ol eonx du llioo- 
roiim V, oiiuliniioul. ovidoinnioiil do su lisislrr dans lo oas on 1’on 
desi^ne par .f\ y non plus dos eoordonnoos roolaii^ulairos, niais dos 
onordoMiioos obliques. Soiiloinonl, los lormulns (ao)rl (.Vj) dovnml 
aim's olro roniplaooos par l<*s doux snivaiiles : 

(;m) k | (r i (y -ii) 1 i m(.o- £)(/ * v») < mih3 |*. 

i 

(fis) r (.r 1 | ■ y* | ■ y.ry ouso)' J , 

S. ll, t. V. ‘Ml 


OKiwrea i/i' < 
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lo't 

cl I* ex press ion (21) par la somme 

(a- — £) 2 -t- (/- /|( s -f-2(.f-£)(/- ')) (*o«o 
= [y— n •+• (a-~^)coso] 2 -t- l(.r — c) hind p, 

0 roprosenlanf I'angic compns enlre ios demi-axes dos coordonnees 
posilives. 


i:! 
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K>‘) 


DIXIEME LECON. 

Rim I.KS DIVKllRKS USPf'fil-S Dli CONTACT QlIU I'RUVENT OI-TItlll l»IT\ COUIIRKR PLANUS 
nuputsKxrfiiis rut in:u\ Aquations dont l’unk iiiiNi-T.inir nus constant ns ahdi- 
TIIAlltKS, POINTS IHi CONTACT DANS I.I5SQUKLS DTUV COL II BUS PLANKS Sit TIIAYKILSKNT 
BN SB TOUCH ANT, 


Considerons doux courbcs planes rcprbsenleos par deux Aquations 
ontro dos coordonnocs x, y, reclangulaires 6u obliques, ol supposons 
quo, la formo et la position dc la premiere courbo clant complolomonl 
doterminoos, la formo ot la position de la soeomlo puissoni verier avoc 
los valours do plusiours constantos arbitraircs a, b, c, ... comprises 
dans son equation, Soient 

(1) /(x,y) = o 
I’cqualion do ia premiere courbo, cl 

( 2 ) F(.r, y, ctybyC, . . .) ~ o 

I’cqualion do la socondc. Conccvons, de plus, quo 1’on premie Pali- 
scisse x pour variable inclepomlanlc et quo l’on cboisisso sur la pro- 
mibro courbo un point, (x, y) dans lequel la langcnle no soil pas 
parallble a l’axo desy. On pourra disposer dos constantos arbitraircs 
a , b , c , ou do quclqucs-iinos d’cnlro olios, do maniore quo los 
valours dc plusiours tonnes conscculifs do la suite 

( 3 ) y, y, y> y\ ... 

restent les memos, pour Tabscisse x, dans lo passage de la premiere 
courbo a la soconde. Alors la socondc courbo rcnformcra lo point (x,y) 
do la premiere et aura on co point avoc olio un contact dont i’ordre 
sera, inforieur dTmo unito an nombro dos tenues qui n’auronl pas 
change do valours. Soit maintonanl n lo nombro dos constantos a, b, 
c, , . . . Commo on ctablit ontro olios uno equation de condition toulcs 
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les fuis qu’on ogalo los deux valours d’uu lormo do fa serio (3) rela- 
t i vos aux deux courbcs, il est elair quo cos eonslanles soroni loutes 
delorminoos si 1’on assujoUiT les n premiers (ormes do la sorio a con- 
serve r les memos valours dans le passage d’unc courbc a I’autre. 
Mais, si I’on garde soulemenl quelqiies-uiios dos equations ainsi for- 
inoes, on comincncanl par colfes qui so rapporlent a I’ordonneo jm'L 
a sos derivoes des ordrcs inl'drieurs, plusiours eonslanles resloronl 
arbitraires et la seconde courbc pourra varior de forme el. do position, 
sans cesser toutefois dc ronfermer Ie point o( do toucher hi 

premiere courbc on cc point. Dans lo premier oas, Pordro du contact 
est au moins egal a n — i, et on memo temps cot ordre ost lo plus 
clove possible. Dans lo second oas, Pordro du contact est generalo- 
nicnt infericur ii n — i, 

On arriverait a dos conclusions somblables si Pon prenail y pour 
variable independante et si Ton considerait, sur la premiere, courbc, 
tin point dans lequel la tangente ne fut pas parallele a I’axe des x. On 
pout, en consequence, enoncerla proposition suivanto : 


T m; on km r. J . Panni les syslemcs de. valours qtt’o/i pouf aUribucr a n 

consiantes arbitraires a, b, c ) . . . renfermees dans V equation 

(2) V(,r, y,a,b,c, . . .) — o, 


il ex isle gcneralemenl an systems pour lequel la courbc representor par 
celle equation acquiert avec une combe donne'e, au point dont I’abscissc 
est x, un contact d' an ordre au moins egal au nombre n — i el une infi- 
nite. de syslemcs pour lesquels le contact enlre les deux courbcs est d'un 
ordre infericur au meme nombre. 

Corollaire I. Pour Irouvor, panni les syslemcs do valours do a, 
b, c, ... celui qui determine un contact d’un ordre au moins egal 
a 71 ~ T » ( ^ ans cas^oii Ton prend I’abscissc x pour variable indepon- 
dante, il suffit evidemmentdc combiner cnlrc olios les lormules qu’on 
obtient cn substituant les valours de 


( 4 ) 


y> Z> Z> y 
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tiroes ties equations do la corn-bo cloiinee, dans liquation finio do la 
seconde eourbe cl dans scs equations demons d’un ordre inferieur 
a a . 

Si Ton pronait pour variable indbpciutante, a Ja j)lacc do l‘al>- 
seisse a:, lino fonclion quolconquo des coordonnccs x, /, on Parc s 
comp to sur cliaquo eourbe a partir d’un point fixe, alors, pour ohlcnir 
lc syslbmc demande, il faudraiL omploycr {voir la ncuvieine Lotion ) 
los formulcs quo l'on trouvo quatul on substitue 1 os valours des 
q u an tiles 

( 5 ) x, y, (lx, ely, d-x, d'-y, d ll ~ l x, d"~'y 


relatives a la eourbe donneo dans l*6q nation finic dc la scoonde eourbe 
et dans scs equations d i Here n tidies d’un ordre egal on inferieur a //, 
o’csl-a-dirc dans los equations succcssivcs 

' V(x, y,n,b,c, .. .) = o, 

^ q ^ d F ( x t y, a , b, c, .,.)■= o, 



( d n ~' l'(x, y, a, b, c, ...) = o, 

lesqucllos, etant devdoppecs, sc prcscntcnl sous los formes 


( 7 ) 


F(^r, /, ClybyCy ...) — o, 

dF(a?, y t ft, byC, , <)F(x, VyCtybyC, . ..) rl 

Ox + Of 0 ” °’ 


0 F(.r,y,a,b,c, ...) 0 F(.r, y,«, b, r, . . .) = 

Ox ' Oy J 


Los formulcs (7), donl ic nombre. est egal a n, sullisent evidem- 
ment pour determiner les constantos a, b, c, — Elies rcti ferment 
d’ailleurs, comma cas parliculicrs, les equations auxquollos on arrive 
quand on prend l’abscissc x pour variable indepcndanlo. 

Corollaire II. — Pour obtenir des syst&mcs do valours do a, b, c, . . . 
qui etablisscnl entre la eourbe donnec et la eourbe ropresonlee par 
Pequalion (2) 1111 contact d’un ordre inferieur a 11 — r, ii sulIU do 
conserve!’ qudquos-unes des formulcs indiquucs dans lc corollaire 
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precedent, cn coinnicn$ant par cellos qui ronfennent 7' ct sos dori- 
vecs ou scs diflVsrcntiellos des ordres inferieurs. Ainsi, par exemplo, 
le contact sera on general du douxicinc, du troisieine, ... ordro, sj 
Ton assujettil les conslantcs a, b, c, . . . a verifier les trois premieres, 
les quatre premieres, ... des equations (7). Or on Irouvcra line infi- 
nite de systnincs qui satisferont a do scmblables conditions. 

Corollaire III. — Lorsquc IViq nation (2) renfermc trois constanlos 
arbitraircs ct se mluita 

(8) F(«, /, «, b,c) = o, 

on pout attribuor aux constantcs a , b, c unc infinite do systemos de 
valours pour Icsquels la courbc (8) soil tangento a uno courbo donnee, 
et, pour oblcnir ccs systemes, ii suflit de combiner Jes deux equa- 
tions 

! F(<r, y,a i b,c) = o t 

<) F( .r, y, a , />, c ) , 0 F ( tr, y, ct , b t r) , 

— ax h r ay ~ o ; 

Ox Oy ‘ 


apres y avoir substitute les valours do a?, y, dx, dy relatives a la courbo 
donnee. Tin vcrlu do cos equations, deux conslantcs se Lrouvcronl. 
exprimecs cm fonclion de la troisieme, qui pourra rester arbitraire. 
Ii n’en sera plus de memo si Ton vent quo la courbc (8) ait avec la 
courbc donnee, au point (x,y), nn contact d’nn ordro au moins £gal 
t\ 2, ou, on d'aulrcs Lcrmes, si Ton vent quo le point (x,y) devionne 
pour les deux courbcs un point d’osculalion. Alors les trois con- 
slantos a, b y c, . .. se trouveront deterinineos par 1c systbmc des trois 
equations 


to) 


F («»/,«» l>,c)-no t 

c)V(xi r, c/, b,c) . 0 F(tf, r, a, b, c) . 

— Ha? + T, * = °- 

r. a.iX d dx dy + CH*/.* l hA Af 

Ox- Ox dy J dy 2 J 

dV(x,yya y b,c) d , x | t 

Ox Oy J 
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Caroll aire IV. — Si Ton rcmplaco, dans le corollairo III, los con- 
s Unites arbitral res a, b , c par los constantes arbitral res <;,■/], p, ct si 
i’on reduit la courbc (8) an ccrcle qui a pour equation 

(ir) (* — $)*+ O' — oy---p\ 


la socondo des formulos (9) dcvicndra 

(12) Cv — r c 3 )ilx + {y—n)dy — o, 

et olio fora connaitro la relation qui doit cxistcr cnlro les coor- 
donndes £, vj pour quo le cercle touche la courbe donnec an point 
(x, y). Or, les coordonnees ?, vj elanl colics du centre du ccrelr, el 
I’equalion (12) elanl du premier degre, on osl on droit dc conclure, 
non sculemont qu’il y aura une infinite dc cercles qui touchcront la 
courbe an point (x> y), mais encore quo tous les cercles tangents 
auront lours centres sur une memo droitc, a laquelle appartiendra 
rcqualion (12), si Ton considerc \ ct vj commc soules variables. 
Effcctivcment, il est chair quo les centres dc tous les cercles tangents 
sont situes sur la normalc, laquelle est represcntec par l'oqualipn 
dont il s’agil. 

Si Ton vent quo le cercle represent par la formula (it), an lieu 
do toucher simplemont la courbc donnec, ait avee cettc courbe 1111 
contact d’un ordro egal on supcricur a 2, et devionne, par consc- 
([uont, osculatcur do la courbc, il faudra joindre aux formulos (11) 
ct (12) 1’equation diflurcnticllc du second ordro 

( 1 3 ) ( x — £) d l x -t- (y — n ) d-y + dx* dy 2 — o, 

qui remplacera la derniere des formulos (10). Alors les coor- 
donnees yj et Ic rayon p sc trouveront complelcmcnt determines 
par le moyen des formulos (n), (12) et(r 3 ), qui comcidcronl avec 
les equations (19) de la sopliemc Logon cl avec les equations (16) du 
la huiliemc. 
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Corollaire V. — Conccvons quo la eourbe (2) soil- uno eourbe 
parabolique dont Tordonnce/ se rcduise a uno fonction cnli'ere do .r 
dii degre n — i, c’est-a-dire, a un polvnomc do la forme 


(\(\) y + bx H- c.r 2 + , . . -t~ px"~-- h q. v 

Alors, si Ton prcnd x pour variable indbpoiulanlo, Jes equations (7) 
don n cron t 


y — a -+- bx -+- cx*-\- p,v' 1 -'- -\- qx n ~\ 

y' ^ = b 4- 2cx + . . . 4- ( n — is ) />. r ,,_a -+- ( n — i )qx r, ~ a , 



yUi-D __ 1 . 3 . 3 . , . ( n _ a)yy -1- 2 . 3 . /J . . . ( n — t)qx, 

yOi-')— 1 ,2,3. , .(« _ i)y; 


<d» pour determiner les constants 0, l>, c, . q do manibre <{110 la 
eourbe (i/j) ait avec uno courbo donnbe, an point (x, y), un contact 
d’un ordre egal ou supericur a n — i, il sii/Tira d’employer les equa- 
tions (i 5 ), a pros y avoir substilue les valours do x t y,y\ , . 

A 1 " -0 relatives a la courbo donneo et au point dont il s’agit. Si, pour 
plus do commoditc, on designe par ?, yj les coordonnccs d’an point 
ipii soit silue sur la eourbe chcrohbe, sans co'incidcr avec !e point 
(x,y), cotte eourbe pourra etre representoc par f equation on ^ ol vj 
qui resultera de 1’ elimination ties constantcs a, /;, a , p, q on Ire. 
les forinulcs (i 5 ) el la suivanlc 

( ) O — ci + bj* -t- c £ 2 — f— . . . -j— pQt—i _)_ *, 

Or, si I’ on developpc le second mombro de liquation (16) suivant les 
puissances ascendantes dc i~ x, cn observant qu’on a, pour line 
valeur quclconque du nombre ontieivw, 


£"* = [# 4- (£ — .2?)]"' 

e 


« 
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on Irouvcra 


, ■{] — a -i- b x h- c x- ■ \- . . . -|- p x' 1 ~ 2 + q x " ~ J 

b -+- -\cx -I- . . . -I- ( // — r >.)px , '-‘ i -|- (// - - i / . ik 
• • (4 <!' ) 


• 7 > ' 


, i . a . 3 . . . ( n — i )p ■+■ ?. . 3 . l\ . . . ( n — i )c/x 


i . o . 3 . . ( n 
i-x 




1 . 0 . 3 . . . ( — I ) v , - 


I . 2 . 3 . . . ( /i — 1 , 

puis, on aynnl 6 gard aux formulas (pf>), 

= r X + 7 - 1 ? ~ ■'') + (i~ 

, <»- 8 ) 


<l«) 


+ 


i.a. 3 . . . ( /i — 9 ) 


4 - + 


■("- 1 ) 


i . •» . 3 . . . ( « — i ) 




Teilo osl i’dqualion do la courbo -paraboliquc du do^ro n — i quia, 
cn un point domic (j? lt y), un contact do I’ordro n — f ou d’uii ordro 
suporiour avcc line courbo donneo. On parvienl encore a la memo 
equation, quand on cliorcho ii dolorpiinor les conslnnlcs B, C, . \\ 
Q do manierc <jnc la courbo parabolique qui cst ropresonloe par la 
formulo 


(.< 9 ) Yj — /-= +-C(^ — P(£--.r)"-*-| Q{;~ .r)"' 1 , 

el qui passo ovidommont par lo point (,r, t v), acquioro on 00 poiirl 
avcc la courbo proposee un contact do I'ordro n — 1. Kn effol, pour 
quo. cello condition suit romplio, ii suilil, on vorlu dns pri wipes 
dlablis dans la nouvibmo Lc<;on, quo les valours do 

< Ii) d'-'o ( f/ u ~ 1 ’/j 

( a °) 77 £’ 7 ?!»* 7 /c"” r ’ 

tiroes do la formulo (i<)) cl corrospondantos a \ =s.tr, savoir 
(m) II, i.aC, ...» j. (« — a)P, 1 . 2 . 3 . ..(« -i)Q, 
soiont rospoclivcmenl ogalos aux valours do 
(a -0 /> f"> • •, r"~ 2) > J' 1 "-", 

OEnvtestleC — S II, t. V. 9,1 
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tiroes do Fequation cle la cotirbc donnde. Or, on ogalant ies quan- 
tiles (21) aux expressions (32), on en con clul. 


(a 3 ) H--/, •••> 


1 .'i 




a) 


0 


yCl 1 ) 

1 n 1) 


el, on substituanl Ies valours prccodcnlos do H, C P, ( x ) dans 

liquation (19), on rolrouve preeisemont Fequation (18 ). 

Dans le cas partieulicr oil Foil proud n — 2, ia oourbo oliorohdo so 
change en unc droito, cl Fequation (18), reduito a la (brmo 

(-’■■i ) n-y+yu — .v), 

ropresentc, commc on dovait s’y allcndre, la langente mcneo par lo 
point (x t y) a la courbc qui renferme cc memo point,. 

Si 1 ’on suppose n — 3 , Fequation (18), reduito a la forme, 

( 25 ) 

representera unc parabolc du second dogrd, qui sera osoulalrieo do 
la courbc donnec, et qui aura pour axe uno droito parallolo do Faxo 
des y. 

Four terminer cc quo nous avons a dire sur lo contact dos emirbos 
planes, il nous restc a clablir unc proposition digno do remarquo, qui 
sc rapportc ati cas oil Fordrc du contact esl un nombro ontior, ot quo 
Foil pout enonccr commc il suit : 

TiiEoni’MF. II. — Considerons deux courbes planes data las equations 
en coot donnees rccla/ig ulcuves on obliques se prdsenlent sous les formes 

t ,G > r = /(*), 

(V) y = F(.r). 

6 oncevuns, de plus, que l’on designs par 11 un nombre eniier quelconque , 
ci que, les deux courbes ayanl un contact de I’ordre a en un point 
do and, les deux f one tions 


(28) 


0 , F {a - hl) (x) 
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tesle/il emilinttis fun Viippmt it ,r, r/ii/t\ fr rni\inni>i tic ee mime f until. 
I,< v i/i u.v i mu In s Sr l/averseimtl < it \e Initehanf, si n e\t tut nomine fntu , 
I// < o/tfntne, w n « \/ tin nomine im/ntie, I'mdminre tie I'ttne ties emu ins 
ile/tn ttti nt emistam/nenl \upet iettre it /' onlnnnee tie 1 ‘au/te. dans te rni- 
' t/nti-e da (until tie eunhtet, V'njin . dans rime e! f 'tinlte h v/ial/ii\e, eelle 
ties t utlonnits / 1 e ), |*‘t .e) t/iti devientha la /tlt/n ••nt/nle, t/naml mi 
fiawe/a an t/eld da /mini tie eonlael t n ttean{tml dtt et'ile ties ,e positives, 
' iht 1 1 He tlmi! Itt tlerivee tie I'm die n i i ohlte/itha la jdtts ej untie ra/ettr 
an /mini tlmil H s't i"tf. 

Ihtnons/ftt/imi. Kn . If i'ihi l;ic , t claril de I'ori I n, si, dans 
dillY-mircs 

I'*‘ » i n ,/'i / 1 n, l**' i /• ' /) i /), !•’"< r i n 1 

oh Milisliluc | >n 1 1 r e I'aliscisSe iln pninl 1 1 n n t ir . 

i ■<) > l' '*( i in /"' ' '■{ r • /') 

m'I’ji la premiere ilr res dill'crenrcs <|iii ccsscra dr s’evnnoiiir jivit /; 
r I . |ini.M|iir li". I'nttrl i n ns /'"'"{.r), I '""’(.r) reslrnl roiilimirs par 
I > V | h 1 1 1 1 ( 1 m * dans Ic \oisiu»pr <lu [mini tic ronlnrl, il rsl Hair qiie la 
llillV’IVIHT 

I .ill ) ' '>| r) /'<" ' l '( / ) 

n’olil iendra pour or (mini ni line viilrur millc, in line valrtir inlinir, 
rl sc minim iirrrv«ail*emrul ii unc ijtinnlilr linic dillcreiili* dr zero. 
D'aillcnrs, cm drsitfiianl par 0 mi unmlirc inl'ericnr it I’nnilc, on lircra 
dc la formillr ( M ) dc I'Addilion an (luiriil i n lini Irsimal 

/a ■ i 

i In \'\,r i n /'(./■ \ n , |l ,,, '' , *’(i i 'it i i '/ / ) | ; 

cl cnmnic, poll r dc Ires prfilrs vnlriir* dc /, Irs expressions 

I' i < i /'"‘“im cl ■ 'ii) /"''"l c i hi) 


scron! dcs ijnanliles dc inenic sialic, on pciil cvidemnienl allinner 
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<|uc, si I’abscisse .r -f- i diflore Ires pen de I’abscisso .r, !e second 
inembro de la formule (3r) sera line quantile alfeelee du memo signo 
quo le produit 

(.!>) <""[ |<'i" ")(./•) -/(* "'(.») |. 

Done, I’exprrssion Y(x 4- i) --/(.u -h /*), dqnivalenle a ee second 
membre, cliangcra do signo avec / el i n ' \ si n os(. tin nombro pair. 
Alors cello dcs ordonnees /(a*H-i), K(.r H~ i) qni (Hail la plus polite 
avantle poinLdc conlacl, du cole des x negatives, doviondra la plus 
grande de I’aulrc cole; d’oii il rosullc quo les doux oourbes so leaver- 
seront on se louchanl. Le conlraire alira lieu si n osl un nombro. 
impair. Alors, i"+' elanl unc puissance pairo do /, lo produil, (de.) 
aura loujours le memo signo quo lo factcur I*" 1 *>(, r ) el, 

par suite, 1 ordonnoc 1 ( (x ■+• i ) sera conslainniont superieuro ou oon- 
stammcnl inlericure, dans Ic voisinago du point do conlacl, a I’or- 
donndo/(o?+/;, suivant quo ce faclour sera posilif mi nogntif, c’osl- 
a-diro, on d’autres lenncs, suivanl quo la quantile l ,v ' H) (.r) sera 
superieuro ou iuffiriouro ii la quanlite/^ ') ( ,r). Ajoulons quo, pour 
des valours positives do /, les expressions (3o) el (3a) soronl, dans 
la premiere hypotheso eomme dans la seconde, des quantiles de 
incmc signe, cl qu’en consequence cello des ordonnees f(x), l-(.r) 
qm doviondra la plus grande an dela du point do conlacl, eorros- 
pondra loujours a celle des d6riv6os /<"••>(*), ”(.*•) qui obliondra 

la plus grande valour au memo point. 

Corollaire L ~ I* tan gen to mcnec a unc courbc par un point donne 
n’ayant, on general, avee cello courbc qu’un contact du premier 
ordre, I’unc de ces deux lignes rostcra pour I’ordinairc superieuro a 
I autre avant ct apres le point de conlacl. lilies pourronl, neanmoins, 
so traverser mutuellement dans certains cas parliculiers; cl o’csl ce 
<|u- arnvera pour unc valour donneo do si les valours corrospon- 

i nil f PC t\r\ ‘ 


( 33 ) 


v" v n 

J > J > 
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u;;> 

ilt* IV’tjiinlnin *!r hi emirhe, rornintl line sitile duns hii|iie||e le 
premier ties Iitiiics (|iii m* s’evnuoiiissenf pas rmisene line vulnir 
linii’. el. si re lerme esl tine dr men d'nrdre impair, t|iii resle iniirlmn 
eniil i it ne de .r, dans le udsniai'c* dn (mini dnuiir. Ku ell'el, desif'iions 
par // tin tin in lire pair i|uelrniii|iie, el stippnsniis t|iir, les lor tn it I«>k 

i 5 i ) i •>, i ", .... » i* 

el. ml veriliees |miir tine reclaim* \aleur dr .r, hi \alriir rurrespnm 
dun I e dr v"' " druieurr lime el dillrre de /.rrn. Soil, d'aillmir.s, 

l i'll t 1 / I li.i 

l'r<| uni ion de |;i luhf'nilr. (iunime nil lirrra jp’iirralrmriif dr rrllr 
« * 1 1 1 1 ; i ( ion 

t ill I I ' II, 1 II, I ' r i, . . , r<" ’ n, 1 " ' 1 1 II, . , 

il rsl rlair qtl'eu passanl dr hi rmirhe ii hi laui'milr, nil rrlrmivrra 
|i«mr le (mini de rnnlarl Ir.s nirmrs valem's, nun sriilriurnl de v el 

tie r , mais eiirnrr tie i , i el enimnr, dans re passage, 

i 11 eliiin;!;era tie valeiir, nulls pniivmis rniirllii’e i|iir la enurlie el sa 
lantfriilr uiirnnl nil rnnlarl d'nrdre pair. Par suite, si la valeiir 
tie r" ” liree dr I *i’m| tiiil inn de hi rniirhe esl line ton i*l i mi etmliniie 
tie ,r, « l.i lie* le yumiiu{;<* ilu pninl «|iie I 'mi rmisiderr, hi ruiirhr el 
su laiitfenlr se I rau'isemnl niiiltiellrmeiil , rn vei'ln du llieorrinr il. 
Alurs le pninl dr rnnlarl sera mi pninl tl'inUrumi de la ruurlir pn»> 
pnsrr . 

/ uruHnih- IL Le eerele nseulaleili' dime enni'lie, en mi pninl 
dntine, asatil, en general, avee relle rnurlir mi etmlael tin seeniid 
ttrdre, ees ileus rutulirs se Iravei'sri'nnl pun r rnnlinaire. Neaiimnins, 
il (ietil amver ijue, thins rerlains ras paiiieiilieis, riirtlre du enulael 
sVlr\r, el se Inuive indiijiie par mi iminlne impair. Alurs le rrivle 
iKriilaleiir el la euiii'he puurruul erssrr de se Iravri’ser mulmdlemeiil. 
Ainsi, par I'Neiuple. si la enurlie prupusee devieut line parabole, line 
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ellipse ou uik; hyperbole, le eerele osculateur aura un contact <1 u 
trmsieme orilre avee cette courbe, el cessera dc la traverser, quaiid 
on Cora coincider le point dc contact avee It* sommol dc la parabole, 
avee los extremites dcs axes dc I’ollipse, ou avee les extremites dc 
l’a\e reel dc (’hyperbole. 
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ONZIEME LECON. 

SUH I.’USUJR (MIR I ’ON 1MIT FVIRK 11F.S I OOnilONNfcKS l'Ol.AlIUS 1*01,11 UM’IIHIHl 
011 1*01111 nRfiOUVHIII IHYRRSES l’UOPIltftTf S l)FS COUMIIS 1‘LAINKS. 


Dans Ins Logons preocdentes, nous avons genoralomonl suppose 
(jii’mio courbo piano etait represenlec par une equation outre deux 
eoordonnecs rccLangulaircs x, y. Mais il ost souvonl utile do sub- 
sliluer a cos memos eoordonnecs los eoordonnecs polairos r el // doja 
employees dans los Preliminaires (page 17), et liens aux variables. r, r 
par los formulas 

(r) .r — /• cosy;, y—-r$lnp. 

Nous allons indiquor ici quelqucs-uns dos resultats auxqucls on ost 
conduit par cette substitution. 

Observons d’abord quo la quantile r, par laquellc on designo lo 
rayon vecteur mono do I’origine 011 pole a un point mobile, doit lou- 
jonrs elro regardec oomine positive. Quant a Tangle /;, forme par cc 
rayon vecteur avec un demi-axe donnfi, il pourra clre positifou nc- 
gatif ot roccvoir une valcur numerique inferieuro 011 supericurc a 2~, 
ainsi qu’on 1 ’a deja explique (zwles Preliminaires, pages 17 ct 18). 
Pour plus do commodito, 1 c demi-axe dos x positives, a partir duquel 
on comptc Tangle/;, sera nomine dorenavanl demi-axe polciire. 

Cola pose, il ost clair : i° quo Tequation do tout ccrclo, qui aura 
Tori ginc pour centre, sera de la forme 

{■>•) /—it, 

R designant une constante positive egale au rayon du cerclc; 2“ quo 
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{’equation d’un demi-axc aboulissanl a Torigino sera de la forma 

Id) ! ,= V * 

P designant une constants positive* on negative. On pout ajmifer que 
I’equalion (3) eontmucra de representor In memo doini-axo, si la 
quantite P croil on dimimio do manibre quo Taoeroisseinent on la 
diminution ail pour mosurc un multiple do la ciroonleronee, oiu on 
d'autres termes, leproduit de-n par un nombre pair. Knfin, In denii- 
axc dont il s'agit sera romplace par un autre dingo suivant la memo 
droilc, inais on sens inverse, si Taccroissement ou la diminution tin 
la quan Lite P est le produil de la dcmi-circonfbrence it par un nombrr 
impair. 

Lorsqu'unc courbc piano est representee par uue equation on Ire les 
coordonnecs roclangulaircs x, v, on pent, a l’aide ties forimiles (i), 
substitucr i mined iatement aux variables a\ y les eoorclonndes po- 
laires, et oblcnir eeqii'on nomine X equation pnlaire do la e.ourbr. 
Ainsi, par excmple, si Ton appelle <j, yj les eoordonneos reetaiigu- 
lairesdTin point fixe, el R, P ses eoordonneos polaires lines aux pre- 
mieres par les forimiles 

(i) c~ It cos P, o— It sin P, 

on reconnailra quo la droite menee par ce point de manibre a Conner 
Tangle ^ avec Ic demi-axe des x positives a pour equation on coor- 
donnees reclangulaircs 


(•>) 



ou 


£_-J __ Y — • n 
cos^ »inq7” > 


et pour equation polaire 


(6) 


/' cos/? • — R cosP __ r sin/? — R sin P 
cos^ ~~ simp 


ou, cc qui revient an memo, 


( 7 ) 


rsin(/>-<|<)=:Rsin(P — ip). 


% 


i:vi.i:UI, IMFKKllKNTIKI.. Mill 

Si la Inn*' tii'iir It sY\ a no 11 i f . ia drnilc passera |>sir e! ^mi 

iMjiial i < mi pnlairc de\ icndra 

i >' < ‘«m i /* i <•, 

i)n \ •• ri lift ;i relic ci m prcnanf put! r h mi immhrc enlier < j !i(*fi*oiii|tir, 
rl 

/’ ■{ * n till /* •!< I I // I i 

I liarii Me tic ci's cl c 11 \ dernicrc*. I'liminlr* csl srmlilaldc ii I’rijna* 
( inn i 5 i, cl i c|i ri'sc ii I c mi ill's drn\ 1 1 I'm i -axi’s «|iii Mini cl i rijp*** siii 
\ ti ii ( la drnilc dun lire, mats cii sens cun I Mires, cl qni aluniiissciil ii 
I'cripim*. 

On jictil hi* cmcnl, dans lYijiialinn \ -i >, sidislilnrr I*sm;^li* j> I’ ii 

rai»:'li' /' Kn rUd, 

V : «/* 'i ,# 


iiil/> 'J* i I'u'iimI’ •[< i i siikP '}>)ruM/> I*'. 

Hi, m I nn a r'Kanl ii relic deniii're Inniuile, mi lircra di* rci|iia- 
I lull t " i 

/ (*«i*. c /» P » It / sim/i IM 

''' , us i •[> l'l silM'l- I') 


mi, cc ijiii reviciii nil mcmc, 

/' etc i /' I* • H 

' / Sill ( f> I’ I 


l’l. 


\n M-sIc, pun r d cd ii ire immnlialciiiciil I 'c'cj u;il i on i jj i dc I'cMpia- 
linn [lit, il siillil il'uli mrvrr <| lie ricn ii ’rin |h’m , Ii r dc Milislilurr a ti \ 
Iruix angles j>, |» cl •(/, I'nrmcs par Irnis dircclnuis dmiiictm aver Ic 
drnii a\r pidairc, leu Mills aiitflrs // I', <« cl I’ Inrinrs par Ic* 

, nones dirccl mils avee Ic dciiii -a\c (|in a pmir rcpial ion /» I’. 

Sj, dn piiinl i /, ) cniniiic ccnlrc, avee Ic rayon on derril nn 

cciclc.ec ccrclc, rcprcM'iHc par la t'nrmiilc 

, , i , i »■ s i i r n )’ p’. 

ft/ t|> > )'< •!*’ ('• S. II, t . \ I 
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aura evitlemmont pour equation polaire • 

(/•cos/3 — II cosPp-b ( rsin/J — K sin P)- ~ p 2 

mi 

(i3) r 2 — • 2 II /■ cos ( p — P) -h IP — p-. 

Dans Ie cas particular ou Ic centre’ coincide avec J’origine, H s’eva- 
nouil, et T equation (12) sc reduit \\ 

r 3 — p 2 ou /' ~ p; 

c’esl-a-dirc qu’cllo roprend la forme de 1’cquation (a). 

II est encore facile dc s’assurcr quo les deux parabolas el 1 ’ellipse 
ou hyperbole represen tecs par les Crois equations 

f[ 3 ) i v 2 = ici.Ty 

< * 4 ) v 2 — —ia> v, 

( 10 ) allijH- (!/ J = K 

out pour equations polaires 


(>G) 

07 ) 


(‘ 8 ) 


2(7 COS/> 

sin 3 // 


a a cos p 
sin 2 /; 



K 

A cos 3 p -4- all sin p cos p C siiP/; 

2K 

A. + U + 2 K sin a/H-( A — C) cos ip ' 


Si la fornuile(i 5 ) sc reduit ii Tune dcs suivanlcs 


O9) 


cc 2 

~ci 2 





(20) 


SC~ V 2 _ 

a 3 ~T i 


l’equalion (18) deviendra 


(21) 


a 2 b'- 

a 1 sin 2 yj -+- b 1 cos*// 



< \ I.U I. 1 ) 1 ! I Mil- \ I ] ! *; I , . 


f' ( It . j< .1 ||t f‘ 

' "inrMiti jmiii ii xi* i li". | il (**••• , c 1 1 1 1 * It 1 -, i nii'iliiillr*. n, A •mu’ii I |iii*i| 
I'l I Mil .III (/ A I .1 Mill-. I. Hill* li l’r|U*i'si'nh'r;i il, Ills Irs |i;i 

1 .» I*** I • ’> * i < • «*i < j | » |r • lii n li ! i« ill- I.i iti-iliiiii-c tin Ins it an suninii‘ 1 , 
•ini ■ I i’ll * |* ii* i mi * I.i in i>i he 1 1 ii *'iaiu I .im 1 , i-| il.ui-i l‘li\ jirilmli' i Ha 
m »»il n* Mi' I a\i' i i't*l . I '.rla •. t I’ nit ( ran-pol Ic I* 1 1 ri *<i n *’ till InuT <lt* 

la pat al»n|<- i i | i. rl, -,i I'nit I, nl li, I *i*«| u;i I Mitt ill* rrllr |i;i r;i Ixili* rn 
1 I "ii in »•■ I irl a it ;*»t la n i' • p i rinlia la funur 


II 1 II > nil 


i i'll ii 1 ; 


|*m - "li i‘>i i'h ii r I ii i a, rn "li .rnaiil i|iir la <|iiaiilili‘ 


«l. a pin. hull- rai-tnii, la ifiianlili' *11 r, iluivnil Iniijunrs rtMrr 

jin »i 1 1 \ »* «, 

r | i \ i I ill i till » \ i ’ l I 'll. 

'•>l inaiiilriiaiil "it aili'.hhlr l*"> rnnr»l"h in**'** polaiii". au\ \nrinlili 1 > r, 
i , mi I (‘tin \ i*i pun r I ' i*<| tia 1 1 •* ii |ii>lairi' Hi* la |>:t r.i Imlt* 

i.i I l r It /< t ll till l 

l t it f 

I rn i|n'"ii rllri'liir la iitriiii' «iil»'l il ill inn il.ni*-> la liiniuilr i • i ). on rn 


ii. i t i 


|l lin.fii "II j / • I : itt ./M 'll||/ I *••*'/" 


Hi* pin .. I*"* i|ti.iu(ih"> / , ll Haul I'v.i’iilirlliMiirnt pusilm”., W la * | nan 
hi" i rn,/« rlanl pmiliw' mi nnllt*. il Hair tpu* l»* Isirlcui' 

1 1 » i'"' /«i ill 
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a loujours uno valour linio ditferente do zero. On pent done sup- 
primer co lac I our dans In fonnulo (26 ), qui par 00 nioyen so trouvera 
evidemment ranionee a I’equation ( 25 ). 

Dans uno ellipse, 011 dans line hyperbole, on appolle cxcontricih 1 le 
rapport outre la distance d’uu foyer an centre et la moilio du grand 
axo on do i’axo reel. Suit e ce rapport. La distance du centre a I’un 
dos foyers sera, pour {’ellipse ( r 9 ) , 

(° 7 ) as — \Ja- — 

el, pour I’hyperbolo (20), 

a £ r=: \/ a- -\- b- . 

(Ida pose, si 1’on transporte 1’origin 0 , dans {’ellipse, an foyer situe du 
cote dos x positives, ot clans I’hypcrbolc, au foyer situe du cole des x 
negatives, los equations do cos courhes on coordonnees reelangu- 
laires sc presentcront sous los formes 

( £4- a g) 9 ,r a _ _ (.r — as ) J y~ 

" a* " V ~~ 1 ' ~ '• 

Si dans ces dcrniorcs on romel au lieu do b sa valour tiree do la lor- 
mulc (ay) ou (28), dies doviendront respcclivcmcnt 

y » = ( 1 - 5 s ) [a 1 - (a? + « e )> ] , f = ( 6* - 1 ) [( a? - ae )* - « ! | 

oil 

js* + y*=fa(i — e 5 ) — gjrj a 

el 

(3o) [«(«*-!) -e^l 2 . 

Enfin si, dans Ics equations (29) et ( 3 o), on suhstitue les coor- 
donnees polaires aux coordonnees rcctan'gulaires, on trouvera pour 
{’equation polairc doTcIlipsc 


(3i) 


{/■ — a(i — S ? ) -hfi/*cos/i][rH-fl(i — 6*) —e/- cos/d -0 



< u ri i. iii n KiiKM i i: i. 


rt, |miiii I’lNju.'ihuii ili> | |i\ jici'lmlc, 

• ' | ' > I • / I " >/' | j I I ■! I II /I 0 ->/< j >>. 

M.ni - I.i Ini mi iil<* i >ii, Sc iihiii lire ^ i / cl;inl j»lii'> pclil ijitc 
l*iiMi 1 1 ■ , lc l.i> li'iir 

I 'M ' , / I'll /i Ml , I II ,f> I i (/ II ,1 

.Mil. i i • > 1 1 1 1 m 1 1 v tine v.iicitt' |>n*tli\r .lillrmile tie /t'l'u. On jicili il n lie lc 
ii|i|U i mi i i , <•( ictltmc I cijijjil mu jinliiirc dc I'clIipM' ;i la Inline 


i < - t i i it /• hi > >i mi ; 

>i, d.Hi’i i rite ilciiiicrc, nil | in '• c •* 1 1 »■ c c» ?• l \ e men t 

r "• r 


I CM" /' 


Mil I II III ('I.I 


(HI >, / i/ll 


l c- i|rii\ \iilctu ,, il i ni I la soimiic i"il c;mIc ;< '(/, c\|iniiicrnhl les 
ili '(.nice. *hi ln\cr |iii . {miii r i»i*i ii i ii<* aii\ ilni\ c\!rcmi(c> iln {fi'.iml 

/,i 

,i ye, (hiaiil ii l'i Mfimtn.ii « I'd, ilnii‘1 laijtielle lc nnnilirc , ^ i i , 

r .1 c \ 1 1 1 •' |M Ii I c 1 1 ( Ml jiciiclll' it I’llliife, die ,; c ilccniu |mmc clt c|c li \ lilllns, 
-uitmr 


li I iiii/H it I ll n 'Ml I 


I ' I'M ■/' 


I l I I'M ' /' < it I I I M Mil / 


I /I I 


til it r .( l.icilc ilr -.Hi cf * j Me cli.niliic ilc relic: ri i cpl'eseiili' line 
Mdllr i|c , ilcllN lisMiirlii", ilc l‘ 1 1 \ |ht|mi||‘, el, cm {Mi'lieiiljiT, i|iie I*i‘m| 
linn i » j i, ilc I.Mjildlr nil (ill* 

i in II |min /• •» 

rl 

t * |uim i> 1 me ctif.^ ' j> 
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a loujours une valour finie diflcronlc* do zero. On pout clone sup- 
prirner cc facteur dans la formule (26 ), cjni par 00 moyen so trouvera 
evident men l rnmrncc a I’erjuaLion ( 25 ). 

Dans une ellipse, 011 dans une hyperbole*, on appelle cxc.cn Iricitc. In 
rapport outre la distance d’un foyer nu eenlro ot la moil, id chi errand 
axe mi de 1 ’axe reel. Soil 1 cc rapport. La distance du mitre* a I’nn 
dos foyers sera, pour I'cllipse (19), 

pt;) at — \Ja'- — 

et, pour Pliyperbole (20), 

(2S) ae ~ \Ja a - + b 2 . 

Ola pose, si Ton transport l’origine, dans lYIIipse, an foyer si (no du 
cute des x positives, et dans l’hypcrbolc, an foyer silud du oeUes dos x 
negatives, les equations de cos courbes <*n coordonndes rectangu- 
laires so prescntcront sous les formes 

(.v + oeY r 5 (x — (tty- y- 

a 1 ' h b 2 7? ' " 7, 2 ' ' ' * 

St dans ccs derniercs on remot au lieu do (> sa valour tirde de* la for- 
mulc (27) on (28), ell os deviendront respcctivomenl 



y'= (1 — £ s )[« s — (a? + ae)*]» 

7 * =■(«*- 1 

nu 



(29) 

.r 2 4 - y 2 = [«(i- 

-e ,J ) — e.cJ J 

et 



( 3 o) 

a-- — f«(e». 

— 1) — £U?J S . 


Enfm si, dans Ics equations (29) et ( 3 o), on substitue Ios eoor- 
donnees polaircs aux coordonndes roctangulairos, on trouvora pour 
liquation polaire de i’cllipse 


(3 0 


[/- — «(, _ g 2) + cos/>]j> + «(!-**) -. £ rc.osp\-o 



CALCUf, DIFF12RENTIEL 


173 


el, pour rdquation polairo do l’hyporbolo, 

(3'i) | r -- «(£-’— i) -t-srcos/j |[> 4 - a(s 2 — i) — z> cos/>] — o. 

Dana la formula (3i), le nombre £ — y / 1 — ^ etanl plus petit quo 
l'u ni to, le factcur 

/• -I- « ( I — £- ) — £ /■ COS /l — /•(! — £ COS J>) -1- <7(1 — £ 2 ) 

aura loujours uno valour positive difleronte do zero. On pout done le 
supprimer, cL rocluiro 1’equalion polairo do I 'ellipse a la forme 


(33) / (i 4-scos/O ~a(i — e 3 ) ~ o on r = 

Si, dans celLu derniere, on pose successivomont 

/> — o, /> — IT, 


a ( i — e 2 ) 
i 4- £ cos/; 


on on lirera 


/* _r «(j — g), /■ = a{\ 4- s). 


Cos deux valours, dont la sommo est egale a 2 a, exprimeronl les 
distances du foyer pris pour origine aux deux exlrcmilos du grand 

axe. Quant a liquation (3a), dans laquollc le noinbro £ = y / r-f- ~ 

ost evidommenl suporicur a I'linitc, die so decompose on deux aulres, 


savoir 



(34) 

/•( 1 4 - e cos/>) — rt(e 2 — 1 ) —.0 

ate 2 -- 1 ) 
ou /• — 

1 4- £ COS/) 

ot 



(35) 

/•(• — £ COS/)) 4 - a(£-— l) rr 0 

a(£ 2 — 1 ) 

ou r — 

£ cos p — 1 


Or il est facile do s’assuror quo chacunc do celles-ci ropresenlo line 
seulo dos deux branches de l’hypcrbolc, ot, on parliculier, quo I’eqiia- 
tion (S^), de laquelle on tire 


/• — a ( t - 

"0 

pour 

P — 0 

/■ — CO 


pour 

p — ± arc cos 
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upparlionl a la brancho (lent Ic foyer coincide avoe Porigino, (and is 
quo Pequation (35), de laquclie on Lire 

/■-=«(« + i) pour p — o 



apparticnl a Pautre brancho. Cos deux valours do [> auxquelios Hum's- 
pondenl, dans chaquo brancho, des valours infm ios do r, iiidiquoul 
1 os directions des deux demi-axes qui sorvonl d’asymploles a cede 
brancho. Quant aux deux longueurs 

r = a(z -1- i), ;* =_’ c/(e — i), 

dont la difference osl egale a a«, dies oxprimo.nl les distances du 
foyer pris pour originc aux deux extrerniles do Paxo reel de Phypor- 
holc. 

On pourrait ctablir dircclomcnl et par des considerations gooiuo- 
triques la plupart des formulcs qui precedent, on expriman! a Paido 
de coordonnees polaircs les proprieles connuos des iignos (pio cos 
formulos rcprcscnlcnl. Concovons, par oxomplo, quo, l’, II designanl 
les coordonnees polaircs d’un point fixe, et <J> un angle quoloonque, 
positit oil no galil, on cheroho Pequation polairo do la droite mcneo 
parle point (P, R) parall&lcmcnl au domi-axo represent par ia for- 
mule 

( 36 ) p-~ ^ 

Si de Poriginc on mono un rayon voclour r a un point quoloonquo do 
la droite, et si Ton nomine S Pangle aigu on ohtus quo forme do rayon 
vcctour indefiniment prolonge avec lo domi-axo (30), la valour de p 
correspondantau rayon voclour dont il s’agil sera evidommoiUdonnee 
par Pune des formulcs 


(37) 

P~^ + o, 

p “ ij; -+- $ ±; ^ /ijr 

on 



(38) 


p — | ±. a /iff. 
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n olant un nombro cntier qnclconquc. Ajou tons quo los formulcs (87) 
dcvronl btre priiforoos, si un rayon Yccteur mobile assujclli a Lourncr 
an tour do l’origine, on parlanl do la position dans laquollo il coin- 
oidaiL avoo lo domi-axo ( 36 ), cst oblige, pour deer ire I’anglc 3 , do 
prendre un mouvement do rotation direct, tandis quo los for- 
nmles ( 38 ) dcvronl elro preferoos dans le eas conlrairc. St mainlo- 
nanlon projot to lo rayon vcctcur r sur un axo pcrpcndiculaire a la 
droitc don nee, on obtiendra pour projection la plus courle distance 
do I’origine a code droitc, ot cello plus courle distance sc trouvera 
oxprimeo par lo prod ui t 

/• sin o, 

q ui so reduil, on vertu dos formulcs (37), a 

/•bin (// — <{/), 

ol on vertu dos formulcs ( 38 ), a 

/•sin (<|» — />). 

Or la plus courle distance dont il s’agit clanl evidemment unc quan- 
tile independante dos eoordonneos variables r ol />, nous sommes on 
droit do conclurc quo lo produit /'sin(/j — i|/) 011 rsinoj/- //) no 
ohangera pas qtiantl on y romplacora p par P ot r par R. On aura done 

/• sin (p — ij/) r= U sin (P — i {0 011 /• sin ('j/ — />■) = R bin — P). 

Oliacuno do cos dornibres formulcs coincide avee liquation (7). 

Gherchons a present Pequation polaire du ccrcle decrit du point 
(P, R) commit centre avee lc rayon p. Si Ton nomine p, r los coor- 
donnbes d’un point quclconquc do la circonlorcnce, ot 3 I’anglc com- 
pris c litre los rayons r, R, on aura 

p — P ±. S ou p — P ± ii ±: 2 n 7i, 

ot, par suite, 

(3g) ±d = />-l> — i/nr, 

n designat'd un nombre cntier qui pourra sc reduirc a zero. Do plus, 
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Tangle o clant oppose an rayon p dans le triangle don!. Ins colds 
hont r, R cl p, on anra, cn vertu d’un (lusnmne connu do Trigono- 
metric, 


Si, dans colic dcrnierc formnlo, on reinol pour $ sa valour/; - P -i 'i/m, 
on oliliendra ] 'equal ion 

UiD COS(/J- P) r: — ~ » 

qui coincide avee la fornude (12). 

Cherchons encore Tequalion polaire d’uno paraliole don l In sonnnol 
coincide avec le point (P, U) ol le foyer avoc I’origine. Si Ton dbsigne 
par/;, r les coordonndes d’1111 point quclconquo do la eourlie, ol par 0 
Tangle couipris enlre les rayons/', R, la formula (T)) contimiera do 
subsisler. I)c plus, la projection du rayon veclour r sur I’axo du la 
paraliole aura pour mesure la valour nuineriquo du produil. 

;• cos<3 — r cos (/; -- P) : 


ol, eoinmc la distance du foyer a la direelrioe sera dgalo a isR, la dis- 
tance du point (/;,/•) a la direelrioe sera evideinmonl dquivalenlo a 

•>, R — /'cos(/; — P). 


Mais, d’apres la propridle connue do la paraliole, nolle distance doit 
aussi eti'c egale au rayon vecleur r. On aura done 


( 4 ») 


/• — ?„H — /• cos(/> — P) ou 


•>. It 

i -+- cos(/; — P ) ' 


Pour fairc coincider colie derniore equation avee la Ibrnmlo (m/i), il 
sulfit do prendre pour demi-axe polaire cal u i qui, parlanl du foyer do 
la paraliole, se dirige vers le sommet do cello courlie, ol do poser on 
consequence P = 0, 

On oliliciulrail avec la racme facilite Tequalion d’uno ellipse dans 
laquelle un foyer coinciderait avec Torigine, el Tune des exlrdrnilds 
du grand axe avec le point (P,R). Pin effot, soienl loujours /;, /• los 
coordonneos polaircs d’un point quelconquc do la courlie ol S Tangle 
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compris cntrc les rayons veclcurs r el R. Designons on outre par a Ie 
domi-grand axe el par i Tcxcenlricite. Dans le triangle forme avec les 
foyers el lc point (p, r) de la courbc, Tun dos cotes, savoirla distance 
dos foyers, aura pour mesure lc produitdu grand axe par Pcxcenlri- 
ci to ou la quantile arte, ct les deux autres coles, don L la soirtme, on 
vorlu d’unc propriety coniuio do I’ ellipse, dovra otre equivalent an 
grand axe, scront represents par /• et ici — r. Ajoutons quo, dans co 
memo triangle, Tangle oppose an cote ’ia — r sera cgal a 8, si lc 
point (P, R) coincide avec Textremile du grand axe la plus eloignee 
de Torigine, ot an supplement dc Tangle 8, e’est-a-diro a it — 8, dans 
le cas conlrairc. Si, pour fixer les ideas, on adopte Ia sccondc hypo- 
thec, on trouvera 


(43) 


cos(ff — <5) 


/• 9 +(2ffs) 9 — ( 2 a — r )* i 


« 0-8*) 


£/' 


OU - 

r= — e 9 ). 

i -f- e coseP 


puis, on remettant pour 8 sa valour tirco de la formulc ( 39 ), 


m 


g(i-«») . 

I -h £ CO — P) 


Celle dernierc equation renforme, avee Tangle fixe P, deux autres 
conslantos rt, g, donl Tunc pourrail Giro rcmplace.e par lc rayon ycc- 
(eur R = rt(i~£). llomarquons (lc plus quo Ton reduira Toqua- 
lion (/id) a la formulc (33) si Ton prend pour demi-axe polairc ceJni 
qui, parlant dc Torigine, sc dirige vers Textremile la plus voisine du 
grand axe de Tell ipse, et si Ton pose on consequence P — 0 . 

Considcrons enfin unc broncho d’hyperbolo dont lc foyer coincide 
avec Torigine, cl lo sommoL avec le point (P, R). Soicnt p, r les coor- 
donnocs d’un point quclconquo de ectlc branche et 8 Tangle compris 
enlrc les rayons vccteurs r, R. Designons on outre par 2 a l’axc reel 
dc L’hypcrbolc et pare Texccnlricile. Dans lc triangle forme avec les 
foyers ct le point (/>, /■), Tun des coles, savoirla distance dcs foyers, 

OEuvics de C. — S. II, t. V. ^3 
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sera egal au produitaas, et les deux a litres cotes, don l hi difference 
devra elrc equivalent© a l’axc reel, scront represen tes par r et 2 a -+• r. 
Ajoutons quo, dans ce memo triangle, Fangio oppose au cote id + r 
sera prcciscmcnt Fangio 8. On aura done 


(45) 


„ /* 2 — f- ( 2 £ ) 2 — (2 ft -I- /’ ) 9 Cl ( £ 2 — I ) I 

COSO “ — ~ — — • 

2(2 «£)/• £ /* £ 


«(e 2 — l) . 
1 -+- £ eo^>(5 , 


puis, on l’omottant pour 8 sa valour tiree do la formulo ( 3 9 ) , on 
trouvera 


(46) 


q(s a — 1) __ 

1 + 8 cos(y> — P) 


On pourrait, dans cctto dorniorc equation, remplaccr I’uno des con- 
stantes a, £ par le rayon R = fl(e — 1 ). Kcmarquons do plus qu’on 
reduira Fdqualion ( 46 ) a la formulo (34) si Foil prond pour domi-nxo 
polaire celui qui, partant do Foriginc, so dirigo vers 1c soinmet d(* la 
branche quo Fon considero, ot si Fon pose on consequence P sa o. 

Si Fon plagait Foriginc, non plus au foyer do la branche d’hypor- 
bolo dont on domande Foquation polaire, mais au foyer do Fautro 
branche, il faudrait evidemment, dans la formulo ( 45 ), remplaccr la 
longueur %a h- r par /• - m. On aurait done alors 


(47) 


cosa = ;, 1 + ( aa£ )-( / ’-a cif __ a ( e 2 - 1 ) 1 

a(aa 8 )r " zr + s 


on 

«(e 2 -0 

' s ) 

£ eobo — 1 

et par suite 

( 48 ) a ^~ 0 , 

£ COS(/J — P) — 1 ' 


En reduisant, dans cotte dorniorc formulo, la conslanlc P a zero, on 
retrouverait Foquation (35). 
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M| » !*■* >it <er \ ir juit si \ an I ape dos onordnii neos pulsiiros, non sen- 

Iriiirnl 1 1 m n i o\priiuoi\ mms eiienro potir dormivrir Ion di\ersos pm- 
jirioli". lies nmrlir'. planes el pour determiner Inn's mitres* lours 
.i\n,, lours diainolres. lours (minis sinpulin’s, ole. (luneovniis, par 
oxi'inplo, «| no I'n n so prnposo ilo Irouvor los ilnix sixes on l‘a\o roo! do 
IVIIipMM.il li\pei!mlo roprdsonldo par 1 Vmj d;iI inn (hS). II siitlirn ovi 
'loiiiinonl, pour s parvoiiir, do dmililer la valour ni:i\ i m u in mi ini- 
iniiiiim dii r.iMiii voolour /. Do plus, il osl olair quo oollo valour 
n i a m in mu on mi n ininin onrrospnndrji an umiitmiin on a 1 1 maximum 
do I’oNprossinn 

i it. I < II sin •»/> i ( \ C) eiivi/i 

ol, par ooio'dijiionl , ii mio valour do p dolrrmiiioe par la liiriiiulo 

I ) dlrm qi l\ D)''iiM/> o on 1 mif-v 1 /» 

qii'im iililion! ini o#alaii( ii y.oru lit dorivro do I’expressimi ( jij). Or on 
sali'dail ii r«*i|tuil inn ( »o ) on ddsipnanl pn r n mi munliro onlior quol- 
nun) no ol pronanl 

I . Mil , 

1 II I \ Ul1 ' \ (' ' ITC ' 

nil 

1 . "'ll > / i \ 

I'm) p ^ a rr I a iik ^ " 1 j n ' 

(!o*> i|ou\ dornioros liinmilos , sriiildsildes ii I ‘.‘mj nat inn (d). repre- 
sented! ilon\ ilrnilos qui so niupoiil a audios ilruils ol qui nnuoidoiil 
avoo los sixes do Isi oimrl»o quo I'nu euusidore. Ajoulnns <| no run tire 
do la luruiule i h» ) 

i i!lsini/> i {A <!)o.osji/i 

• It \ D y'||p i ( \ i;p a IP i t \ tlJ' ' 

ot qii'on ruu.sequriiro la \silonr maximum mi minimum do IVxpros- 
sum ( '|«)) aora 


Vi IP i (A- C)\ 



[HO \ N'1,1 O mo NS HI’ I V ! Cl I. I M I M I 1.M \l V I, 

On sirri vtM’Jii f cncm’c it »*rl I <* nunliiM.in cn p.ti I, ml < I *• I t .ju.drm 


| 'i II '’in i/> i ( \ On 1 1 ’/'I 

I | ■. II i’ll** '/' { \ I i '•til t /• J i I! ' ' \ I ’ . 

ill* l;i(|l!clle i! resiille ijur l.i \ .1 f t ■ 11 r minin h|tn- * 1 1 * I’ •* \ jh r . inn i i <• 

Iniljniirs i n Tc ri r uri* ii l;i I'iir i in* i.incr .Ic l.i mnmc | li i \ 0 > 

qimml la (liUV'i'riin* •• It rn*. •• // ^ \ I. i .mi < /' a inn- \ il.ni <li||< 

irilli' ilc /crn, cl tle\ mil cjmIc ii ccllc i.n inc > .11 1 ■-» , <i m , |. ( .1 . 
lit 1111*1111' ilill'cmin* s’rv iimmil . Si m.iiulcii.uit mi Mil. Ohm ,u. » c* 
livcineiil 1 1 si 11s in fnnmilc (Oil, .111 lien tic I’.ajm. . i.m 1 
Viilr rn* in i 11 i inn in \|M' i <\ Or, «*l -.1 uli m ni .,\ hihim 

I \//j 10 I- (A 0 )', mi olil ii'iiiIim !cs ili-n\ i* 1 1 1 1 . 1 ( 1 * * 1 1 • , 


V 0 v ill 4 1 ' * r 

M) /’ 

V I 1: • \ ( II* • \ I . 

I i'sl far il«» (It* s'lisMi res* tpic Ic*. \,ilciii>. pi c. eilcnl.-’, , tH ,,| 

lcii\ niciiii'S ilc i’c(|iijiliuii 




Ii . 


'Ii'jii ohl.nn up ilium In mi/.icmc l.cn.n .|«« C.,|cnl ,|»Uci m.tirf 1 ..mm. 
loin* proiluil, suvnir 

lv' 

VO II* ' 


rsl, loiijnitrs line <|iiunlilc iilleclcc .In mcmc m-i ic . ( in- I., ,| a || , 

A(* * 10, il i’kI (’liiinin'cllc.s ?ti'i-miMmiii.s ,|,.„ x ,, ,, p 

(tliinl pnsilil, A, 0 cl K snnl ties ijiinnl if .* , .In mini.- r i ; «itc. Mm • It*-. 
vulciirH 111 ux i nni m cl minimum .Ic r* Immnn.ur ilmi\ r.I.m . lr rHe*. 

Kiiixi 111 11 m cl minimum tin rnynii vcclcm*/. An cmu-.mc, c„lc 

-tcM valours (In #■» I'c'm I cl h, , 

rosier, ( smile roollo, si All ll» .levic.l m'-ulit. It,. s,„| wl.vhv.-mem 
(|ll(! 1,1 mmililiun AC - !)>>.. esl vorilioo |,„„r IVIIi,,...-, 
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axes reels, el la condition AC! — B 3 <o pour l’hyporbolo, qui a mi 
soul axe reel. 

Parrni los courhos clonL Jos diverses proprielbs pen vent efcre plus 
aisement ree.onmies quand on fail usage tie coordonnees pel a ires, 
nous eilcrons les spiral cs , qni fonnenl. ordinairement mi grand 
notnbre, soil von l memo line i n 11 n i 1.6 do revolutions nulour dc I’ori- 
gine, do maniero a s’approcher on it s’eloigner do plus on plus dr 
cello memo origine. Les spiralos <ju i onL parliculiereinent fixe l’at- 
lention ties geo me Ires soul la spirale d’A rnhimede, la spirale fiypcrbn- 
licjue ol la spirale logarilhmique. 

Dans la spirale d’Arehimede, le rayon veoleur r croil, proportion- 
noilemcnl it I’anglc p. Elio a done pour equation polaire 

(5d) f ~:<tp, 

a design ant unc quantile const an to. Lorsque cello eons tan to. est posi- 
tive, on no pent allrilmcr it p quo ties valours positives, puisquo r no 
doll jamais devenir negatif. Dans la memo hypolliese, si Ton designr 
par 11 la valour do r correspondanl it p ~ 2 n, on aura 

R = 2 a 7i f 

el si Ton tail croilre I’angle p dejmis zero jusqu’ii Vinfini positif, Ie 
rayon vecleur r variera outre les memos limilos. En consequence, la 
courlio pourra etre considered commo doorilo par nil point mobile 
qui, partanl do l’origine des coordonnees, lourncrail une, infinite de 
Ibis, avec un mouvemenl de rotation direct, auLour de cetto origine, 
el s’en eloignerail iiulefimmonl. Si, dans {’equation (5f>), on sub- 
slitue it la constanto a le rayon veeteur Jl, eotte equation deviondra 


et si Von promt, avec Archimbde, le rayon R pour unite dc longueur, 
on aura simplcment 


( 58 ) 


r=-£- 
2 TT 
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La spiralo hyporbolique csl cello clonl on obticnl [’equation polairo 
on ocrivant [os coordonnoos polairos rot p a la |)Iaco ties coordonnoos 
rectangulaires x cl y dans [’equation ay = a, qui reproscnlo une 
hyperbole equiiatere rapportec a sos asymptotes. Gelto spiralo sera 
done represcntec par la formule 

( 59 ) '•/ >-- a 011 r -y 

Si I’on suppose la constanto a positive, /> clovra l’etrc parcillomonl; el 
si 1 ’on fait varier p entro les limiles o, oo, r varicra ontre Ics limilcs 
co, o, cle man iere quo I’on ail 


el 


r “ co pour p ~ o, 
/•z=o pour P ~ CO. 


En consequence la courbe pourra etro considcreo commo decrite par 
un point mobile qui, partant d’uno position dans laquollc il so Irmi- 
verait place h u no distance infinio do l’originc des coordonnoos, lour- 
nerail une infinite do fois, avee un inouYCinont do rotation direct, 
autourdc cette originc, ot s’on approeberait indefinimen l sans pou- 
voir jamais [‘atteindro, me pouvant s’ovanouir quo dans lo cas oil lo 
nombre des revolutions doviondrait infmi. Ajoulons quo la spiralo 
hyporbolique a pour asymptote la droitc parallolo ii Taxc dos a?, ot 
dont liquation on coordonnoos roclangulaircs csl 

(6o) y = a. 

En effet, on tire de liquation (5q) combinee avee la socondo dos for- 
mulas (i) 

sin;; 
y — Ct n~ i 


et par consequent y — a, pour une valour nullc do ii laquollc cor- 
respond, eomme on I’a dcjii remarque, une valour infinio do r. 

La spiralo logaritbmiquo est cello dans laquollc Tangle /> so reduit 
au logarithmo du rayon vcctcur r. Si les logarillimos sont pris dans lo 
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sysLemc clonL la base est A, et i ndiques par la caractcrislique L, alors, 
cn posant 

u =k=“* 

on trouvera pour l’cquation polaire dc la spiralc logaritlnniquc 
(fit) p=L r — alr, 


on 


(62) 


a 

r=z c a . 


Si lo nornbro A est suporiour ii Penile, la constants a sera positive. 
Alors, landis quo p variera onlrc les liinilas 

p -- — co, p — CO, 

r sera loujours positif, ct variera outre les limilcs 

r = o, r — go. 

Do plus, on aura r~ t pour/; = o. Cola pose, on pourra ovidommonl 
considorcr la spirale Iogarilhmique comine decrilc par tin poinl 
mobile qui, place d’abord sur lo demi-axo polaire, a la distance i de 
Porigino des coordonneos, lournorail line infinite do Tots, avee tin 
mouvoment do rotation direct on retrograde, aulour de cctte ini' me 
originc, de maniero ii s’en eloigner indefniimcnl dans lo premier eas, 
et ii s’en rapproclicr indeliniment dans le second, mais sans pouvnir 
jamais 1’aUoindro. 

Lorsqu’uno courbo plane est represen 16 c par unc equation on coor- 
donnecs polaircs, pour la fa ire tourncr aulour de l’origine de maniere 
quo cliaquc rayon voctcur decrive tin angle cgal ii P, it suflfit evidem- 
mcnl de remplaocr la coordonnce p par/; — P, cn ayant sain d’at- 
tribucr it la quantile P unc valour positive, quand lc niouvcmcnf de 
rotation est direct, ct unc valour negative dans le cas conlrairc. I 5 n 
operant comine on vicnl de le dire sur ^equation (62,), on obtiendra 
iaformulo 

cd? 

(63) /■ — e " , 
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(jui rcprcsontora la spiraic logarilhmiquc dans uno position nouvollo. 
Alors, si i’on dosigne par II le rayon voclour coiTospoiulant ii p ~ o, 
on aura 

__p 

(tj-i) H — e ", 


el J’equation (63) pourra ctrc prcscnloo sous la forine 

c 

(<>:>) /—He" mi f) = a(l/—l K). 

Si, dans la dernibrc formula, on subsidin' aux coercion ncos r ol p 
lours valours on x et y tiroes dcs equations (i), savoir 


( 66 ) 



/• = \Lv- ~\Iy\ 


on rctrouvcra preciscmenL I’oquation (/17) do la premiere. Loeon, 
o’osl-a-dire I’equalion do la spiraic logarilhmiquo on coercion n Acs 
roc tan gul a ires. 
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DOUZIEME LECON. 


usage i) r.s loordonnIts pouiues i-oi'ii la d tfr m nation nc l’incmmison, 
iif, l’aro, m; rayon in: eonnmni:, i-to., o’umj couriik plant. 


Si I’on vent subsUtuer los coord mm ties polaircs aux eoordonneos 
reclangulaires, dans los forniulos qui delenninonl 1’inclinaison, fair 
on le rayon do courbure d’lino courbp piano, il sufTira dc recount* aux 
equations 

( i ) x — r cosy?, y r bill p. 

Ainsi, par oxoinplc, la form ul e 
(■ j .) . iang<j? = 


({lie nous avons otaldie dans la premiere LcQon (page 4 5), ot qui 
lhurniL pour bangle <|? unc infinite do valours mimoriques dont la plus 
polite osl I’inclinaison do la courbe, doviendra, on vorlu dos equa- 
tions (i) 


( 3 ) 


Huigtj? 


sin p dr r cos p dp 
cosy? dr — /'sin /a dp 


j'ffn 

Umg/J - 

r dp 

, _ inn g/? 


ot Ton on co no! lira 


ou 


r dp _____ lan gt}? — lang y? 
dr ~~ i -i- langtj? tangy? 


r=Uuig(i|; — p) 


( 4 ) 


c,ol(<|? p) 


dr 
/• dp 


On pourrail, au rcsto, elablir dircctcmont la fonnulo (4). Kn ufFct, 

O/invies dc C. — S. II, t.V. 
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conunc on a, on verlu des form ul os (i) fit (2 ), 

cos/-' __ sin/) cos 1]/ sim p 
“T' - ~J •’ ~dx - dy 

•on Irouvera 

cos(i|/--/)) cos/) costp sin/) simp .. ■>' dx A //O', 
( ,>) cot( v ~p) - ~ =- ^os/fsimp - — sin/) costp "" a <ly — y dr 


D’aillcurs on lire des equations (0 
(ft) /’ 1 = o! , + v 5 , /> — arclangi 

el par suite 

, , , , xd\ --- v dr xdy v d.r 

2 r dr - 2 x dx + o.y dj , dp -_t — — 2 g, — ~ ,.i “ 


on, ce qui revient an memo, 

( 7 ) r dr = x dx -h y dy, 1 3 dp - ~ x dy - y d.r. 


II cn resuite quo lo dernier membro dc la fonmilc (5) pout olro 
roduit a 

r dr _ dr 
r 1 dp ~ r dp 


et cello formulc clle-memc, a /equation (4). 

On pourrnit encore parvenir Ires aisemcnl h la formula (4) on 
s'appuyanl sur los principcs elublis dans la nouviomo Logon. IS 11 oilol, 
on a vu dans la Logon prccodonlc quo /equation polairo d’uno droilo 
donl les coordonnccs variables sonl r cl p, ost do la forme 


(8) /-sin (/> — <p) — Rain(P — ip) “--const., 

ct, pour quo cotto droilo touche uno courbe piano on tin point donno, 
il faudraYiWr la nouviomo Logon) quo les valours dos quantiles 


. , dr 

ih r 01 w> 

relatives au point dont ii s’agit rostent les memos dans lo passage do 
la droilc a la courbe. Or, en diflerontianl /equation (8), on oblicnl 
la suivantc 


(9) 


sin (p — <|0 dr -h cos (/? — tp) r dp 


o, 
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({iii co'incido avec la fornmle (4). Done eelle Idrmulo devra clre veri- 
liois pour le point do con tael, par les valours do r ot lireos do 
liquation do la courbe. 

Dans lo cas on I’on protul p pour variable independanle oL oil Ion 
dcsigm 1 par 

/•', /■", . . 

los dorivoos sueeossivos do /• relatives a savoir 

dr d l r d'r 
dp' dp-' dp 1 ’ 

I ’<’(| nation (4) deviont simplomenl 

i ' 1 

(in) COl((b -p)- 

La formula (4) on ( io) une fois oblenuo, il osL facile do Irouvcr les 
equations pobiires do la langenlo do la normaJo monees a tine 
courbo plane par tin point donne. Concovons, par oxomple, quo, p, 
r designant toujours les ooordonneos (hi point do contact, P, It dr- 
viennont les ooordonneos variables do la langente. LYiqualion polaire 
do eelle droite sera 


(><) 


II sin < P - -i|v)- /• sin ( ~<|D, 


pourvu (pie Ton determine I’anglo^ par la Tommie (4) ou (io). Or, 
mi ruisonnanl commc on Pa Tail, pour (Hablir requalion (io) do la 
onzieme Logon, on reconnaitra quo la Tommie (n) pent s’ecrire ainsi 
qu’il suit : 


(cD 


~ It sin <, p - in 


col(([/ -p). 


Done, on rometlant pour cot(^ —p) sa valour, on trouvera definiti- 
vmne nl, 

Rcos(P — /• _ dr _ 

' Usin(P--/>) ~ r dp ~ /' 


Telle os L Poquation polaire dc la tangente. Pour obtenir cclle do la 
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normale, il suflira evidommenl do remplaoor dans la lonmilo (iaj 
1 ’angle* $ par Tangle if/ -• On aura done, on designanl par P, H las 
coordonnccs variables de la normalo 




H co^P -- />) - >' 
“TninO* — P) 


(anp(’> />) ----- 


r dp 
dr 


Soil maintonanl Tangle u oompris cnlro la cnurlx* ((tie Ton con- 
sidere el le certdc deceit do Torigino commc centre aveo lc rayon /-, 
o'esl-iwlire Tangle aigu forme par la tangcnle a la eourbo aver la 
perpend icu I aire a co rayon. ~ ~ u sera Tangle aign eompris enlro le , 
memo rayon cl la tangcnle, et, par consequent, la plus polite dos va- 
lours numeriques do ty—p. On aura done 


el, par suite, 
(i 3) 


langu col ( - — u 


L-col(^- />), 


langu 


dr | _dt(r) 
rdj) "" dp , 


«u 

(iG) 


langu 



/• 


Do plus, commo la quantile tango sera ossenliellement positive, el 

quo, pour do Ires petiles valours numeriques do A/;, le rapport se 

trouvera toujours a doc to du memo signo quo sa limite on 

devra ovidcinmont, dans Ies seconds rnembres des equations (ifi) 
et (tG), prc('6rer lc signo -I-, si, a partir du point (/>, r), le rayon t 
croitavce Tangle/*, et lc signo — dans lo cas conlraire. 

O!)servoiis encore quo de [’equation (iG) on deduit immoclialemonl. 
Ics deux suiyanlcs 


(17) 


cosu — ± 


/• 


siriu — :h 


sfr*- I- 


Goncevons a present quo Ton designo par s Taro de la courbe 
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trouvcra immcdiatcmenl 

( 27 ) dx 1 + (!) /•' ’ ) dp' 2 , 

el 1’on rcconnaitra quo la dideronco dr d-y — dyd 1 , v esl egale an 
coefficient do y — 1 dans 1c prod nil 

(/■' — r\/~i) (/•" — /• -1- 2/‘V— 1 ) dp\ 

on sorle qu’ello a pom* valour 

( 28 ) d x d'-j — dy d- x = ( 2 /■'“ — rr" -\- r 2 ) dp ' . 

.Si Ton cessaitde prendre/; pour variable indiipondanlo, oil (rouvornil 
( 39 ) dx 2 + dy- ~ dr- -h r 2 djr, 

( 3 o) dx d 2 ) — dyd'-x — r(dr d 3 p — dp d x r) -I- ( 2 dr- ~\- r ' 1 dp-) dp. 

En ayant egard aux formulos (27 )ol (28) 011 (29) ol(3o), on deduira 
evideinment les equations (22) el (23) oil (20) el (21) des Ibrinules 
(iS)ct (19). 

Soienl mainlcnant ?, yj les coordonnocs rcclangulairos du centre do 
courburc corrcspondant au point (,u,/) el J\ H les eoordonneos po- 
laires du memo centre, liees aux premieres par les formulos 

f 3 0 4 = 11008 1*, V}— Hsinl 1 ; 

on aura (voir la seplifcme Logon) 

( 32 ) • — 1 — ' r - t- 

— c/)' i/a- d'y — dy d l ,v ’ 

el 1’on en conclura 

r(-0- j)+.r(£-,^) __ .r (•/]-.;■) -~y(£ - .r ) rf.r* 1 - dy 2 

y dx — .r rtj a: ^ -h r dy ‘ ' ' t/.f d r j ' ' dy d 2 x ' 

ou, ee qui revient au memo,’ 

( 33 ) 5 i±Zl ~(' r ’ i + r-) _ vn - ,.rj -f- <•/ r 2 

/ d x ‘O’ ,x ' ‘Li? j ^/)- ~ tfiy - - </y c/i ’ 

puis, en subslituant les coordonnocs polaires aux coordonnocs roe- 
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langulaires a 1’aidc ties formulas (i), (y), (29), (3o) cl < 3r), on 
l rou ve ra 


:34> 


11 cos ( P — p) — r __ H Sin (P — p) 
— r dp ' " dr 


dr- -+- r 2 d/>- 


I r{dr d-p — dp d- r ) -|- ( 2 dr- h- /• * dp- )dp ' 

Si I’on prenail p pour variable indepcndanlc, on an rail sitnplomenl 

( 35 ) cos ( I> — p) — 5 si n ( P — p ) -- —j !-— — - • 

On lire cle cello clerniere formula 


(36) < 


II sin ( ]* -- p) — /•' -“T-— 


11 COS (P -/>)“/• 

el par suite 
(^7) 


( r ls _ \ r’ 2 --rr " 

\ — /•/■" •+- r 1 ) 1 2 v ' 1 — rr" -1- /•* * 


/•' r i 2 
lang(P -- p) — - 


IP 


/ ,,a ( /■* -i- 2 


Ajoulons quo la formulc (3 j) pout s’ecriro commt* il suit 
( 38 ) i-5 cos ( P - p ) = S si n ( P — ./> ) = ± - 7 -=-- » 

/ / v/ - 1- r 

el enlraine, par consequent, les deux equations 

i 11 sin ( P — p) =±: _■ , n — ±: p sin v t 

| \/r* -I- r‘* 


(39) 


R COS(P — p) — r^zqz — 


\/e 2 -f- r 


p — rp pnosu, 


II serait facile do parvonir aux formulcs (21) ot(3/j), on parlanl 
dcs principcs etablis dans la neuvibmo Logon. iSn cfTef, le corcln 
decrit du point (P, 11) comine conlrc, avec 1c rayon p, a pour equa- 
tion polaire (voir la Legon prccedcnle) 

( l\o) r 2 — aRrcos(P — p) H-lP”p 2 . 
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Or admcttons quo le memo enroll* devienno osculatcm* d’une pourin' 
donnec on un certain point pris sur cotto courbc, c’esl-iwlire qu’il 
aequiero on co point avec Ja courbc un contact du second ordro on 
d’un ordre plus clove. Non soulomonl les ooordonneos p, /■, mais 
encore los diflcrenticllcs dp, d l p , dr, d-r dovront conserve!’ les memos 
valeurs relatives an point clc contact dans lo passage dn oeroln ii In 
courbc. En d’autres tonnes, les valours do 

p, dp, cPp\ r, dr, d’-r, 

tiroes des equations do In courbc, devrout salisfairo ii I’cquulinn linie 
du cerclo ct a ses equations differontiollos du premier e.t du second 
ordre. D’ailleurs, cos trois clornioros equations poiivaiil s’borirn 
commc ii suit 

/ [ l\ sin (p - P )l a + L R cos ( p - P } - /• 1* - p \ 

I U /• sin (p ~ P) dp — [R cos - r\dr - o, 

(40 ' 

I H si n ( p — P ) ( /’ d'p -t- a dp dr ) 

[ — [ II cos(p — I’ l - /•!(#/»/•— rdp 1 ) - ~ (dr*-\- r 1 dp-), 

♦ 

on en tircra immediatement la lormulo 

U cos ( p — P ) — r __ K sin ( / > — P ) 

"~r dp ~ dr 

_ ± j| It si n (p — P )V + f li cos (p - P) ^ _ ( p 

\/ ( dr* 4 - / ,s dp * ) \\</r- i r‘ dp- 

— Ps in(p- P H /• cPj) + a dp dr) — \ II cos (p -- P) - - /• | (d i /• - - r dp' 1 
i’ (dr d x p — dp (Pr) -H {•{dr- -|- r- dp 1 ) dp 

dr' 1 -h ?'• dp 2 

— /• ( dr d l p — dp d l r) - 1 -"( 2 'cl? t ~r l ~dp i ) dp ’ 

qui comprend ii olio seulo 1 ’equation (21) ol la fonmilc ( 3 j). 

11 no sera pas inutile d’observer qu’on pourrait clablir direclement 
etpardcs considerations purement geometriques la plupartdes tor- 
mules qui precedent. G’est ce quo nous allons fairc voir en pen do 
mots. 

Considerons sur 11110 courbc plane deux points tres voisins dent les 
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m 

coordnnnccs polaires soient rcspcctivcmonl p, r, el p -h Ap, r - h Ar. 
Designons h I’ordinaire par Jf Parc tic la cotirlx* ronfonnu enfre ini 
point fixo cl 1c point (/;, r), et par u i’anglc aigu quo fortncnl, on sc 
coupant, la eourlie cl Ic cerele ddcril do 1’originc commc centre aver, 
le rayon /*. Los arcs compris, stir la courho et lo eorclc don L il s’agil, 
outre les rayons vectcurs /• cl r-h Ar, Kcront ovidonnnenl representes 
par les valours numeriques ties deux expressions 

A.v, r Ap ; 

el, si Ton nomine w i’anglo aigu quo les conics do cos arcs (drnicnl 
ontro olios, o> aura precisemeiit pour 1 i mi to la quantile u. Ajoulons 
quo les deux cordes el la longueur ± Ar composeronl tin triangle 
rectangle dans loquol le role ± Ar sera oppose ii l’anglo to. Dans le 
memo triangle, lorsquo l’arc dr. As devtondra inlinimont polil, 1’anglo 
oppose a la cordc de cel arc diflcrcra Ires pen d’un angle droll, el 
ponrra olre represente on consequence par 


Jt s designanl uno quantity inflniincnt petite. Par suite, le Iroisiomo 
angle oppose a la cordc dc Parc =b rAp sera 

7T 

* “ f ^ £> 


et, on comparanl deux a deux les sinus dos angles aux coles qui four 
sont opposes, on claldira les equations 


Ar 

A.v 


sin 6) 


sin 


t: 


-f- 



dosquelles on tircra, cn ccrivantcos(co=h e)au lieu de sin — to 
el passant aux limiles 


( 42 ) 



— silt v, 



~ COS v. 


Ottuvrcs de C . — S II, l. V. 


2 5 
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Si Ton divise les formulcs (42) runo par Tauti-c, on rolrouvcrn 
1’equation (i5). Si an contraire on les ajouto, apros avoir clove an 
carre les deux membres do chacuno d’elles, on obliendra la formulo 

dr- r- d/>* __ 
d? 

(|ui coincide avec (’equation (™). 

Considerons maintenant 1c triangle qui a pour sonunets Torigine 
des coordonnees, le point (p t r) do la courbe plane et le centre dr 
con rb lire correspondanl a ce point. Si Ton designe par p le rayon de 
courliure et par (P, R) les coordonnees du centre de conrbure, les 
trois cutes du triangle scront respoctivcment r, R et p. De plus, il esl 
clair quo, dans le memo triangle, Tangle aigu on ohtus compris nitre 
le ravon vccteur r et le rayon de eoiirburc p, perpendiculaire a la 
tangnnte, sera equivalent a Tangle u compris nitre la tangonte oL la 
perpendiculaire an rayon veetcur, 011 au supplement de 1 angle u. 
Knliu, si Ton noinmc 0 Tangle renferme nitre les rayons vecleurs r 
ct R, on aura evidemment [ew>* Tequalion (U9) de la Lecon prtujo- 
dente] 


( 43 ) 


±0 


: p — P ± 2 H TZ, 


n designant 11 11 noinbre enlier qui pourra so reduire ii zero. Quant an 
troisiemc angle, il aura pour supplement la somnic dcs deux aulrcs, 
savoir, 

O+V 00 O 4- 7T — u. 

Cela pose, si Ton compare les sinus dcs trois angles aux trois cotes, 
on Irouvcra 


( 44 ) 

et Ton en conclura 

( 45 ) 


siiiv sino sin(u it 6) 

U ~~ 0 ~ r 


^ It sino = 0 siny, 

1 R coso ~ /’ —iji p cosy. 


Si dans ces dernieres formulcs on remplacc Tangle S par sa valour 
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tirro do 1 equation (43), on obtiendrade nouveau les formulas 3 -q ). 

II nous rosle a monlrer quelques applications des formules gone- 
rales quo nous avons clablics. 

Si nous eonsiclorons la spirale d’Archimodc represcnlec par Tequa- 
(ion 

( 4-G ) r ap , 

on trouvera 

(47) r'-a, r»~ o, 

et par suite, on supposant la eonstantc a positive, 


(48) 

(49) 


tangu " col C^p — p) — 


i a /;- i 

p “ " 


i -h 


1 -t-/ >3 / a\f i -t- p- 

‘In memo temps les formules (3?) donnoront 


(5o) < 


| Lang(P — p) = p -i- 


n*=rt a 


p'+ii+p*)* 


w = i / i V 

T U I.' 2-\~p 3 \a-i -p*J 


Cola pose, on aura, pour unc valeur nulle do Tangle p, 

(5i) langu = col( i|/) = langP — - , u — p = H = -, 

o a 1 a 

ot, pour unc valour infinio do p , 

(5a) langu—o, u~o, lang( P — p)~ 3, 3 — 0> H - «. 


On concIuL aisemonl do ccs diverscs formules ; i° quo la spirale d’Ar- 
chimede touche, a Torigine des coordonnees, 1c demi-axc polaire; 
2 ° quo, pour des valours croissantcs do p , Tangle u et Ja courburc - 
decroissent indefinimonl dans ccttc memo spirale, tandis quo la 
valeur dc H croit sans cessc, mais do manure a demeuror comprise 



!!)(> 
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ontro les limites R = R —a\ 3° quo, pour dos valours tros consi- 
drrablos tie p, lo rayon ll mono do Porigi no au oontro do eoiirburo 
dovienl scnsiidoment egal a la longueur a ol sonsiMoinonl porpondi- 
ndairo au rayon voctour r. AjouLons quo, si, dans In premiere dos 
1‘orimi les (><>), on subslilnc la valour roollo ol posilivo do /; liroo do 
la sccondo, on, co qui rovionlau memo, do la formula 


i 

2 -I- /> J 



J 


on Lrouvora pour I’cquation polairo do la dcvoloppoo 


(53) lana { P — -- 


a 1 ' a ’ 


'{ J\- 

i i — - 7 
a 1 


a 1 




(\ IP 

u-' 


/ill* 

n‘ 


(.cKo dcvoloppoo osl ovidcmmonl uno nouvollo spirale qtii ollVo mi 
point d arret corrospondant aux eoordonnees R =r ", p ( j„j (!S | 
nonnale on co point au ecrclc dccrit do I’origino ooimno centre avoo 
lo rayon -, ct qui, on s’oloignanl do co memo, oorolo, tail uno infinite 
do revolutions au tour do I’origine, do inanioro, a s’approclior do plus 
mi plus do la circonforenco d’un second corclo coneonlriquo au pro- 
niioi cl dccrit avee un rayon deux fois plus grand. (aniline la nouvollo 
spirale ot la circonforonco qui s’en approcho inddlinimont no so ron- 
oontroront jamais, on pent dire quo. cos deux courbos soul asymptotes 
l’linc de 1’autrc. 

Si a la spirale d Archimbde on subsliluail colic qui a pour dqiiation 

( 54 ) ap n , 

on lrouvora it 





(35) 


/■' = nap 11 - 1 
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<»( par suite 


(5G) 

laiij* u — coi (q> — />) — ~ , 


!_«(«-! I ) -l- P 1 I 

V ■'/ ' 



1 tanjr(P —p) — p - , 

( 58 ) 

| P 

| ■ 

1 [// (« -j- 1) -1-/J-1 2 ' 


Si, dans Ins tommies qui precision! , on suppose la constant n posi- 
tive, on (rnuvora encore, pour line valour nulle do /;, 

(59) ian^y = ool']> • J = 

el pour lino valour infinie do /;, 

(Co) tnngur.-o, u~o, lail{?(P — /> ) — ^ • 


On (Mi condura quo la courbo louche a Porigino lo demi-axo polaire 
et dovionl, pour do gran dos valours do p , sonsiblomont, prrpondiou- 
lairo an rayon veclcur r. Dans la memo hypolhfcsc, los valours do p of 
do 11, correspondanles a dos valours nullcs ou infmios do l’angle /\ 
soront, comnio col angle, nullcs ou iniinics, a moins quo 1’on no sup- 
pose 11 = t , c’osl-a-diro a inoins quo la courbc ( 5 /|) no so roduiso a 
la spiralc d’Archimcdo. Ajoulons quo, pour oblenir la devoloppee, rl 
suffira d’elimmor p cnlre los equations ( 58 ). 

Si Pon oonsidorc la spiralc hyperbolique roproscnloc par Pequatinn 

(Gi) rp-a, 


on Irouvora 
(Ga) 
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cl par suite, on supposanl Ja constante a positive, 


( 63 ) 

m 

( 65 ) 


tangu — — col ( ^ — p ) 


i />’ i 


lang(P -p)—j> -l- - 

»•=[?- (-?)•] 


a\ 

P r 


Cola pose, on aura, pour Line valour nolle do /;, 


(66) langu col i{/ = tang P .= u = ^> p=:R~^, 

et pour line valour infill ie do p, 

(67) langu = 0, u — <>, tang(P —/;)=: ~> p = U = o, 

On conclut ai semen l do ees di verses formulas 1 i° quo Tangle u cstson- 
siblemonl droit et la eourburo scnsiblemcnl nulle pour do Ires pelites 
valours do j>, c’psl-a-diro dans la parlic do la spiralo hyporbolique qui 
esl tres eloignee do Torigine ot so confond a Ires pen pres aver- 
rasymptotedo cettc courbc; 2 0 quo, pour dcs valours croissanlos do 
Tangle /;, Tangle u diminuo sans ecssc depuis u = ~ jusqu’h u =. o, 
et qu’on pout en dire aulant du rayon de eourburo p ct du rayon vee- 
leLir ft, donL I cs valours, d’abord tres grandos, finissent par s*6va- 
nouir. Ajoutons qu’il suffira d’eliminor p onlro Ids formulas (05) 
pour oblcnir Tequalion do la dcvcloppoc, qui sera une nouvello 
spiralo, et qui aura, eomme la spiralo hyperboliquo, la propriety 
rcmarquable dc s’approchcr indefiniment do Toriginc, sans pouvoir 
jamais Tatteindrc. 

Considorons enfin la spiralo logarithm! quo representce par Teq na- 
tion 


( 68 ) 


i p 

r — Is". 



i. v u.i i. nim.iiKN rrn 
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*lr vrlnppn* -*r mu pr n ( ;i uncles il rtii I k, mi, (Ml d*:! II 1 1’i‘S lermes, ((lie /' 
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ii u m* lc ravmi ili' ('oil rli ii it. Knlin, ** i I'nii r Jim i lit* r cl // ••nln» les fnr- 
iii ii If h i (>M ), ('•'() cl ( *;*» ), mi Irnuvrra pun r I’equalimi pnlairr «1«* In 
(I l'\'('|<( pjic i* 
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Bn roinplaeanl, dans cello dornic 1 re formuJe, R par r, el P par 
p 4 - ~ -+- a 1(d), on serail ovidommonl ramene a l*( #, (j tial ion (08). JI 
(Mi resulle : i° quo la spirals logarilhmique el sa developpoe soul 
deux ronrliosde memo forme el do monies dimensions; a" quo, pour 
ohlenir la developpee, il siiflil de lairo (ourncr la devoloppante aulour 
do I’origine, do inaniere quo cliacun do sos points deceive, avoe un 
iiiouvemenl de rotation direel, un angle ogal a ~ -ha 1(a). 
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TUKi/iiiMK mm. 


in 1 1 1 1 Mil m r ii' Dt's mui'is rt.M.r.Ms, m.s Nnimurs i.r mi rm .\ninm, 
\ IM I HI lllll, (JI'IIIIlM.iri, ININ I'llIN )' |HIM\f. is\ 111' lolls I I I'lllMS SIN 
'•II II IIS HIS Mil lllll ‘1 Hums IHiNs l.’lMHCI, 


I amsiiliTons unr rou rlir ijiirlrnmjnr, ivpiTSi'iiliV par ilrns rqiiii- 
t imi!' I'lilri 1 I rn is **<ionli»inn*c»s n'daiiKiilairi's .r, r, Drsipimns par 
Xr, Ar, Aa !iv> iim'nissi'iiiriils simnllanrs qur pminntl .r, t r, s ilans 
lr passapi- d'liii pninl ii 1111 aiilrr, rl. pnr */, /»• « Irs anplrs qm* lorin c 
a\ i’i' Ins ili’iui-aM's ill's cunnlimiH'i's posilivrs la rnnli* 011 saranli 1 
ini' 11 it 1I11 pninl pr, r,;) an pninl (.r 1 Xv, v 1 Ar, 3 1 As). I.cs 
i«q uni inns ( | ) nl ( Ii ) dns l , n , 'l im i nairas, tlimimrnnl 



rns// 

\ / A.r' 1 1 

A)'” 1 A,:' 

III 

rns h 

V'A.r J 1 

Ai 

A a" 1 A:/ 


rnsr 

\/A.i‘ 1 

A.: 

A > ’ 1 A..' 

(" 1 

rns// 

rns// 

rnsr 

A.r 

At 

A- 


Si, il'ailli'iirs, nn n'prrsNilr par vp t las r.nnnlniinaos il’im pninl 
qurlcnnqiir da la nirilr ilonl il s’apil, on aura I'nrnri' 


.«• u y C a 

cim/ rns // rnsr 
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On pourrail, au resle, rtablir dirccleme.nl cello derniere equation on 
projelanl suceessivomonl sue Jos trois axes des .r, 3 h‘s deu\ lon- 

#11 purs comprises, d'uno pari, enlro 1 <» point (,i\ y, r-) el le point 
(£, v), 'C ). do Paulro, onl.ro ies points 

l-r, y t z) 01 (.£• -(- Asf, j -1- Ay, z -! As), 

On diet, ii serail facile do reeonnailre : i°que diamine des Intel join-, 
comprises dans fa formulc (\) est bquivalenle, an sitin' pres, an 
rapport nitre ies projections ties deux longueurs snr un meme axe* 
e(, par consequent! au rapport dos longueurs clles-niemes; :>" qiir ees 
trots fractions sonl des quantiles do memo aigiie, savoir, des qiianlilbs 
positives, iorsque les points 


U* e»£) 01 (./■ -1- A.r, j -1- Ay, v -i As) 
sont sillies du in cine cole par rapport an point (,r,r, s) t et dt's 
qualities negatives dans le cas conlraire. La ibrinulo ( \ ) ainsi elaldin 
s ’ , ' t, - ad f-videmment an cas memo oil I’oo tpaifpiCi-iiil par 8 *,v, , t |,. N 
eoordonneos reetiJigncs obliques. 

Cnncuvotis ii prtSsenl quo lo point (,r + Xv,f + Ay, s -l- As) victim- 
il ra I ) l )1>och()r •<i |, c , flniiiicnl clu point (j-, r , s) , |, a s( ',, unite qui joint 
Irs deux points tendra do plus on plus it so conComlro tivou uuo oor- 
taino di-oito quo Con nomine tangent* it Ja ^,„W)o donum-; o, 
" mche - la oourbn iUI P"“'t (■»■ .r, «)■ 1’oiir ol.lonir )«« ,mg],..s #, jj, r q,„. 
fm-nto c cite tango, He prolongs dans un co.dain sons uvcc. los dotni- 
.■ixosdos coordonmics positives, il suflira do chorehor los iin.jtc* vers 
lesquellos convotgo.it ics angles «, 6, c, tandis quo los dill'diTnoos J.r, 
Jr, As tiovtomient infinimont petitos. Cola peso, si I’m, „ im 

pi'", cipo etabJ, it ia page do du Calcul diflY.rcnliol, on limra dos iuiua- 

Hens ( r) el (2) ^ 1 

cos a .7= 
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( 0 ) 


rosy 

~d.r 


COS (3 __ COSy 

fly “ dz 


Si, do plus, mi nomine!;, yj, 1 Ins coordunnocs il'tiii point qiiolconque, 
non plus d’une secante, ninis do la tangente h la eourbe, la for- 
iii nlo (iS) dos Prcliminairos donncra 


1 7 ) 

el I’on on oo n ol lira 
<«) 


f — ■>' __ n-- y _ £ — s 
cosy cos(3 ~~ cosy’ 


- ?Lr_l — 

d.e (ly ~ (h 


Los formulos (5), (G). ( 8 ) snbsislcnl, quelle quo soil la variable 
indopondanto. La dcrnirro pout olro immediatoinent dediiilo do I’e- 
quation (4); el, par consequent* la formule ( 8 ) s’elcnd an cas memo 
nil Ton designo par .r, v, z dos ooordonncos rectilignes, niais 
obliques. 

On cl i L qu'un plan csl tangent ii une eourbe on un point domie, 
quaml il passe par la tangente on co memo point. D’apres eotto defi- 
nition, ii ost clair quo par un point donne sur line courbc quoloonqiio 
on pout mcnera eotto eourbe un,c infinite do plans tangents. 

On dilqu’une droitc ost normale a une eourbe, on un point domie, 
lorsqu’elle est perpendiculaire ii la tangente, on co point. Ola pose, 
on pourra ovidemment monor a line oourho par ehaque point une in- 
iinite do normalcs qui scront toules comprises dans un memo plan, 
(lo plan unique est ce qu’on nomine le plan normal . Si Ton appolle 
loujours a, p, 7 les angles formes par la tangente ii la eourbe, quo I’on 
eonsidero avee, les demi-axes dos eoordonnees positives, ot si do plus 
on designo par •/), l les eoordonnees d’un point queloonqun du 
plan normal, l’cquation de ce plan [ voir la formule (GG) dos Prelhni- 
naires] sera 

(9) (£ — a‘) cosy -1- (o — y)cos§ +- {£ — =) cosy ^ o, 

on, si l'on a egard ii la formule (G), 


(io) (r ~ x ) dx -t -{n -~y)dy-\- ( Z — z)dz ~o. 
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Cette tlerniern forimile subsisto, quelle quo soil la variable indopon- 
danle. 

So ion I main Lena n l 


(*•) 


U -- O, V — o 


les deux equations do la enurbe donnoe, o’rst-h-diro los ('’([iialions 
do deux surfaces qui la ren ferment, on sorlo quo u el v dosignrnl 
deux fonclions dos trois variables a\ y, z. On (irora dos form n Ins ( 1 1) 




Ou , Ou . On , 

ax ^ -civ ~V -r-- ilz = o, 

Oy • Oz 


Ox 

Ov 

Ox 


, Ov Ov , 
dx -h — dy -}- dz - o, 

Oy " Oz 


puis, on ayan Legat'd ii la fonmilo (6), 


( i3) 


On Ou . On 

gjcos.+ j-cosp + ^.co^.-.o, 


do 

O.v 


COSO' 


Ov n 

5,- cos < 3 + 


Ov 

- ; --cosy-.-.o. 


Cos dcrnicrcs, jointes it Tcquation 

(«1) cos 8 o' -h cos 2 (3 4- cos 2 y ^ i , 

sufliront pour determiner, aux signes pros, les valours do oosa, oos.p, 
cosy. On on conclura clfcctivcment 


cosa 




On Oy 
Oy Oz 


Ou do 
Oz Oy 


Ou Ov 
Oz Ox 


cos (3 


On Ov 
Ox Oz 


— b 


c osy 

On Ov On Ov 
Ox Oy 

i 


Oy Ox 


r /Ou Ov 

Ou Ovy 

(Ou Ov 

Ou Ovy 

(Ou 

Ov 

Ou di’V 

LW Oz " 

■ 3 = Oj) + 1 

\0z Ox 

~dT-dz) + l 

\0x 

Oy ' 

Oy o.v) 


Ccla pose, les formulcs ( 7 ) ct (9), e’est-a-dire les equations de 
langenle cldu plan normal, doviendront 


(16) -—,5 


_ n ~ y 


K 


( }li ibl __ ^!L Ov^ On Oy __ Oiy Oy On Ov ~ Ou Ov 
Oy Oz Oz Oy Oz Ox Ox Oz Ox: 'Oy ~~ Oy Ox 
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' / Ok Or 

Ok da \ . 

■b - ( 

Ok da 

Ok Ov\ 

1(0 - y) 

07 ) | 

! I'D Oz 

<h 0,y) Ur 

Oz O.r 

O r Oz / 




f Ok da 

0<i Or' 

^(s- -) <>• 


\ 


i ( 

\0.v di 

Oy (h\ 

Ajonlous (jiia 1 

a formula (if>) pant 

a Ira ram 

place a 

par les deux equa 

lions 


Ok 


, Ok ... 

Ok 


ON) 

t 

| ( < ^d,- 1 

l n y 

Dr 

■ 3) 0, 

- o, 


1 , . v da 

Oi >' 

v da 

Or 




(4 ' ^d, 1 

) -\ K 

Oy 

z \„ 

«>, 


qua 1*011 dddtiil immadinlamonl das aquations ( i • > ) nonibinaas avaa hi 
formula (8). Das im| na lions (18), Ionics d<*nx Immures par rapporl 
aux varialdas Y), raprasmdanf «> ti k plans qui si* aoupaul snivanl 
la lanpanla, cl qui correspondent shim diMix surfaces doul l*in(i»rsr< 5 - 
I ion prodnil la aoiirba donncu. |)i* plus, il rbsulle cvidcmmenl das 
formulas (u>.) i*l. (iH) onmparaes outre alias qua, pour obtrn/r (rs 
rtf nations lie /it fan genii' a unr courbr i/urlcontjur , // sajjit dr rr/n/darrr. 
dans /rs r</ nations i/ijjrir/ilicllrs i/r /a roarin’, /rs diffrrrntirl/rs d.v, 
dy, dz par /rs di /formers finirs^ ■ ,r, •/) - y, ’( s. 

Dorsquo a ast line foliation das sanies variables ,v t r, la premiere 
das Ibnmdi's (j i) represents la projeelion da la enurin' sur la plan 
das ,r, y. Dans la mama cas, la premiere dc*s (Mpinlions ( 1 8), roduilo 
a la forma. 

On) U i (" y > l)y °> 

represonle a la Ibis la (andante da la prnjeelioii al la projeelion da fa 
latip;eiile. Da romarqiie <jim* imiiis vanons da laira alanl. indbpemhuiie 
da la position du plan das tv, y, il as! pannis ela aonalnra qua in pro- 
jection dr la tan grate d unr rout be ipir/ronipir sur an (dan do a arse <uw- 
fotal toujours aver /a tan grate, dr /a r.ourbr projrtrr sur Ir ntOmr p/an. 
On pourrail nnnora etaldir aa prinnipo par la saula deometrie. Kn 
alibi., soil. I’ un point olioisi a volonte .sur ime oourbe qiteleonquo, 
at () un second point Ires voisin du pramiar. Snpposons da plus 
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quo, fa courJ»c efcant projcleo sin* un plan (KinikS on desi^ne par f> 
la projection du point P, cl par q la projection du [mini Q. I'bilin. 
conccvons quo It* point Q vionne a sc rapprorlirr iudi'dirmiH'nt dn 
point P, cc qui uc pent avoir lien sans quo le point q sc mppi'or.liu 
luwnenie inde/iniinont du point/;. I, a sccaiite I’O de In crMjtd)c ennsi- 
dciee dans I espace aura cvidcmnicnt pour projection fa scrunfc pq 
,k ' fa courbo projcleo; cl commn colic proposilimi seen vrair. qiirlqiir 
pciile que soit la distance dos poinls l> cl Q, on pcnl nllicmcc quVHr 
suhsislera encore a la limilc, c’est-iwlirc lorsqun les sreiiiifos !><.), /„/ 
fra nsfui'mcronl dans Ics lan K enlos nieneos a la ,-mielx- pn.poseo par 
le point I’, cl a la courho projcleo par le point p. 

Nous aliens maintrnant monlrcr quclqnes a, > / > 1 i ra l i on .s dr.s 
nudes qui precedent. 

IxtmplcL - Consulerons Pe/iipse produite par /'inlcrscctinn du 
cyltndre a base circulaire qui a pour equation 

( »o) „ 

• ' ^ + 7* -IV, 

et du plan 

(■>0 . r , 

A a- -(- H/ f-C- -0. 

Us equations differcmiclles dc cello ellipse elanl respeetive,„e„l 

f 00 \ / 

— 

' 1 ' C0S — - AcosaH-BcospH-,:,^- ,, 

0,1 aura « cn consequence, < 

I 3i| } _ 


co sy 


n A r) 


• -u 


I) 2 , ( P & 


1 
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Dp plus, on irouvera pour I pa equations tie la langenlo 

•*•(£ - ■•') +,) (n —) ) -- <>, A u' - -* v ) Hf « — ) + C(C— z) = <>, 

on , e<? qui revicnt an memo, 

( ,J .) ) .»■£ + )' /i = H 2 , A ? -h B o -t- CC = I). 

el liquation tlu plan normal dcvicndra 

(a6) (](cr— fl.rj h- (li j? - A„» )f£ — -) o. 

Los equations (a>) represenlenl, eommo on devail. s’y attend re, la 
langcnlc au cerclo qui sort do base au cylindpe dans le plan ties a\ y, 
ot Ip plan memo do la eourho que Ton considere. 

Kxemple II. — Considerons la eourho produito par l’intprspcLiott 
tlu cone droit a base cireulairo, qui a pour equation 

(» 7 ) .v- — y- — a- z D - t 

el du plan 

{ 28 ) A.c -+- B / -i- <! z — I). 

On Irouvera pour Ios equations tie ia tangent e 

( 29 ) .£'«■ 4- y{\ - “ 2 - K> A £ + Da + L£ I) , 
et pour I’equalion du plan normal 

( 3 0) Avj)a 4 ~ + (H.r - Aj)($~ 5 -« 2 5 ) = o. 

Los equations (29) rop resen tent, eoimne on devaits'y attend™, deux 
plans dont I'un passe par 1’opigine el par une g6ncra trice du cone, 
landis quo l’autrc se confond avec le plan tie la eourho. II sullil dp 
conslruire cos deux plans pour tracer la tango n to a la courbe pro- 
poses qui peut elrc uno section coni quo queleonquc. 

Example III. - Considerons la courbe produito par {’intersection 
do la sphere 



20K 


APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 


(‘1 du cylindre droit 

( 3j> ) (.t — oil ,r- — IU- -f- z'— 0 , 

d on l la base cst un cercle qui a pour diamelrc lo rayon do la sphere. 
Celle eourbe aura cvidemmenl pour projections, sur lo plan dus ,r, r, 
la para bole 

(o3) ; s ^H(It-.r); 

sur 1c plan des r, x, le ccrcic qui sort do base an cylindre, id. sur lo 
plan des r, c, la lemniscale represented par Poqualion 

(34) * 

Done la Inngcnli* a la eourbe proposer aura pour projections sur les 
plans coordonncs les (angentes a la parabolo an cercle ot a la I imu n i s- 
cate, cYsl-a-dire les (rois droitos rcpresenlees par les d(| nations 


(35) 


Jll? “U(U -*.»•), 

! WzZ - ( H* — V 5 )r-0 - -/• 


Quant ii l’cqualion du plan normal, olio pent dire presentee sous 
la forme 


(3(1) 


i _ C _ _U / o __ K\ 

•B Z ‘l.C \j* 3/ 


A I’inspeclion do cetle dernicro, on reconnait iimnddialemenl quo 
le plan normal renferme Ie rayon vecteur mend do l’origine au 
point (x, y). 


Kxemple IV. — On nomine heliee uno eourbe traced sur la surface 
d un cylindre droit a base circulaire, do inanicro quo la langenfo ii lu 
eourbe fonne loujours le memo angle avoc la gdneratriee du cylindre. 
Supposons, pour Oxer les idecs, quo 1’axe du cylindre, qu’on pent 
aussi appoler ['axe dr I'helicr, sc confmulo aveeTaxe des r, el quo la 
luise du cylindre coincide avec le cercle roprescnle par liquation 
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Considerons, dans co memo cerclo, un rayon mobile qui, d’abord ap- 
plique sin* !e dcnii-axe des x positives, lourne an tour do Poriginc aver 
un inoitvemonl do relation direct ou retrograde. Enfin, noinmons p 
I’angle variable quo ce rayon deceit, pris avoc le signe -f~, dans 1c 
cas ou le mouveinent de rotation est direct, etavec le signc — dans 
le cas contraire. II suffira, pour construire line holier*, de conccvoir 
qu’a parlir do IVxLremilo du rayon mobile on porte sur la gencralrico 
du cylindre, clans Io sens des a positives lorsque p sera posit'd’, et dans 
le sens des z negatives lorsquc p deviendra negalif, line longueur 
proportionncllo a Tangle dr.p, ou, co qui revicnl an memo, a I’are 
± It/; compris entro les ctUcs dc cot angle, et representee en conse- 
quence par u n produit de la forme ± a l\p (« dcsignant un nombre 
constant). En eflet, soient x,y, s les coordonnees de la courbe de- 
crite par I’cxlrcmite de cette longueur : on aura evidemment 


(38) a* = It cosy;, / = ltsin/;, 

et Ton on con cl ura 

(09) tlx = — It sin p dp, dv = It cosy; dp, dz = «R dp. 


Cola pose, les formulas (5) donnoront 


m 


cos a 


si up 

(/iTdP 


cos(3 - 


COS P 
\/ 1 -h cd 


, cosy — 


T U- 


Or il res ul to evidommont do la derniere des equations (4o) quo 
I’anglc y forme par la tangentc a la courbc ave'e l’axe des r, et par 
suite avoc la gcneratrico du cylindre, est un angle constant. 

Pour obtenir les equations de l’helicc en coordonnees rectangu- 
laircs, il suffirait d’eliminer p entre les formulcs (38). Si 1’on 
commence par dliminer p entro les deux premieres, on retrouvera 
l’cquation ( 37 ), qui est effectivcment uno des equations de la courbc. 
Do plus, on tire des formulcs (38) 

~ — lang/?, p = arc 


QEuvres dc C. — S. II, t. V. 


V 
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of, par suite, 

(10 x- tan8 'rtll 011 --«Rarctai ^((^))’ 

Cette deriuere equation represento la surface hdUcmdv engendrdo par 
unedroile qui resle toujours comprise dans un plan mobile porpen- 
dietilaire a 1’axc des r, qui rencontre cot axe an memo point quo le 
plan, ct qui tournc autour du point de rencontre do maniere a dderiro 
dans le plan mobile des angles proportionnels aux distances par- 
counies par le point dont il s'agit. Comme la memo surface coupe 
evidemmenl 1c cylindre suivant deux helices, donl ies points corres- 
pondants se trouveut si lues a cgales distances de l’axe des s sur la 
droite generatricc de la surface, on pout affirm or que le systeme des 
equations (37) cl (4 1 ) re pres on ter a ccs deux lief ices, (lout 1’une so 
eon fond avec la courbe proposec. 

Si Ton el! in in ait la variable p entre la premiere et la troisieme dim 
formules ( 38 ), oubien entre la seconde et la Lroisiemo, alors, an lieu 
de {’equation (/ji), Ton obtiendrnil Time des suivantes : 

( 4 ^ ) X ~ R COS ~rr 

a 11 

(43) y = Rsin-^ 

Kn reunissanl l’une de celles-ei a la formule (37), on rotrouvoraif 
encore un systeme de deux equations propre a rejiresoiUer deux 
belices, dont. Tune se confondrait avec la proposec, ct qui auraioiH 
toutes deux la memo projection sur le plan des 5, m, 011 sur le plan 
desy, r. 

fmtin, si Ton reunissait la formule (42) ii la formule ( 43 ), ou Tune 
do ceiles-ci a la formule (/|i), on obtiendrait un systeme de deux 
equations propre a representor seulemenl la premiere belico a Ja- 
quelle appartiennenl les equations ( 38 ). Ajoutons que. dans la re- 
cherche des proprieles de Tbcliee, on pent avec avail tage rcmplacer 
les equations en coordonndes rcctangulaires par lo systeme des for- 


ou ^ ~ rtR arc cos 


ou S- arc sin )). 
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mules (38). Nous avons deja vu commcuL on deduisail do ces der- 
nioros les valours do cos a, cusp, cosy. Si, mainlenant, on Ics applique 
a la determination do la langcnlc ct dn plan normal, on Irouvcra pour 
les equations do la Langcnlc 


(44) 


_ r - /i ~~y — 

— sin /j oos/j ~ a } 


«t pour l’dqualion du plan normal 


(W (n—y) CO sj) — (£ — x) sill p -i- «(C — •=) = o. 

On a fail voir clans In troisieine Lc^on comment on pouvait deter- 
miner les asymptotes dos courses pianos : on determine rail avoc la 
memo facililc les asymptotes d’une oourbe tracer dans I’ospace et re- 
presentor par deux equations enlro los eoordonners roclangulairos a;, 
/, z, c’ost-a-diro les droites clout cello coiirbc s’approcliorail indolini- 
ment, sans pouvoir jamais les rencontror. Supposons, pour fixer Ics 
idecs, cpio I’on cdiorclio d’abord les asymptotes non paralleles an plan 
dcs/, s; ot soiont 

( 4 G ) f=z koc -i- /, s — K x -h F., 


los equations do l’uno d’enlro olios. On pourra, dos equations do la 
courkc, tircr dos valours do y ot do 5 , on fonclion do co, qui sc rcclui- 
ront sonsiblemont, pour do Ires grandes valours numoriques do at, 
aux valours do / ot do s fournios par los equations (fjG), ct qui so 
prose li to rout sous los formes 

( 4 7 ) y ~kx -vl - 1 - i, z = Kx H- L + I, 

i ot I dosignanl deux quantiles variables qui s’evanouiront avoc ~ • 
Or, si Ton fait converger - vers ia limitc zero, on tircra successive-! 

G CD 

ment dos equations ( 4 7 ) 

(48) iim^/c, = 


(49) 


lim(/ — kx)~ l, 


lim(5 — Ka?) — L. 
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Done, pour dofermiuer I os cmislanlrs /, K, ii mi (lira dr pnsrr dans |e*. 
i*c| ualions do la emirbo 

(So) r v r, ? S i\ 

puls tie rhrrolior In limilc on !os limifes vers lesqucllos ronvrrj'rrniil 
los variables ,v cl S, (andis quo hi \ ;il e ti r umijcriquc do .r ernilia 
indctinimmil.. Do plus, nprrs avoir Iron vc* les rnnslaiilrs /,, K, mi 
oMirndrn los oonslanlrs /, l,, on posnul dans les ei| ual ttmo* do la 
enurbr 


{ a i ) y l.r \ /, 2 Iv.r 1 T, 

ol chnrchanl las 1 i mites dest| ti e! les / cl T s’apprnrhrrnn! sans rr-.se 
.pour tins vaiotirs numcriqurs rroissaules dc la variable .r. A rhaqur 
systemi 1 , du valours (i n ins drs qiisuililrs /•, K, /, l„ rmTospmtdru true 
asymptote do la oourbo proposer. 

K11 raison mint do la memo manirre, mais rrlianjp'aiil iMilrc rJlrs Irs 
oooi'dnnnoos a?, y, 3 , on ohtiendrail evidominrul Ion asymplnlrs nun 
pa rail Mas an plan dos s, ,r, mi an plan drs .r, ,)•. 

On pourrail encore determiner les asymptote* d'unr rmirhr I rarer 
dans I’espacc, on observant quo lours projections stir rliaouu drs imm 
jilans ooordonnos sunt, i'ii gonoral, drs asymplnlrs dr la rmirlir pro- 
jo Loo. Seulomcnl, la projection do I ’ line dos premieres asymplnlrs 
sur run dos Irois plans ooordonnos m> reduiraif it tin pninl, si relic 
asymplolo Alai l perpend ini Iairo mi plan. Alurs le pninl mi question 
dev iond rail 1111 point d ’arret dr la onurbr projrlrr. 

Si Ion oonsidorn, on purtioulirr, I’liyporbolr qur prmluil I'inter- 
sootion (I un plan eld’uii hyporboloido roproseiiles par deux equation* 
do la To nn 0 

/■» 1 - f?y hz -1* 
ot 


(53) 1 a ICa.w i- al<V r n msl., 

on prouvera sanspoino, on rooourant ii I'mic dos inollmdes oi-dessus 
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iiuliquocs, quo cello hyperbole* a pour asymptotes Ins droiles ropre*- 
senleos par lo sysleme des deux fonmiios 


(■^i) 


j ./> + gy 4- hs — o, 

j A .r 2 + Bj 5 4- Cc 2 + aPys + a lisa? -i- ■? I ' xy — o. 


I3n term i n sml eotlc Geeon, nous ferons remarquor quo les points 
d’amU on do rebrousscmcnl, les points saillanls, les points multiples, 
(it, on general, los points singtiliors d’line courbe traeee dans I’espaec, 
out ordinairemenl pour projections sur eliacun dcs plans coordonnes 
dcs points qui o Aren Lies memos singulariles, mais qui apparfieiment 
a la eourbo projntee. (Vest pourquoi nous n’ajoulerons rien a ee quo 
nous nvons dit dans la qualriemo Lceon sur les points singuliers des 
con I’bes. 
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I)ES PLANS TANGENTS Ef l)K8 NO 10! ALES AIIV SEKFACKK fiOIJH IIKS, 


Considcrons une surface courbc ropresenloo par I’rqualion 

(0 llz=0, 

dans laqucllc u designe unc fonclioa dcs coordonnnns rnulangulaires 
' v > y> z ‘ Si, par un point (x t y t c) donno sur colic surface, on en fail 
passer unosccondc qui la coupe suivanluno enrtaine cmirhc, la lan- 
genle nioncc on ce point a la courbc dont il s’agil sura nlle-ninine la 
ligne d intersection de deux plans re p rose n Ins par Ins Ibrmiiles (j8) 
de la Le^on precedente. Or Tun do ces plans savoir, oohii dont Ins 
coordonneos variables 5, vj, '( verificront In formula 


( 2 ) 


“ ir) '£ + (ti - yi 3 ^ •+■ <« - * > a'- ■- <>. 


sera evidemmenl Indipondanl do la nature de In sccoudo surface, ol, 
par consequent, aussi de la nature do la courl.o d’intersec.tifm. Done., 
toutes leg courbos tracccssur la premiere surface de maniime ii passer 
par )e point auront lours langonlcs on ee point comprises 

dans un scul plan. Cc plan unique, dont l’dqualion coincide avoe la 

formula ( 2 ), est cc qu’on appollc le plan langcl men 6 ii la promiorc 
surface par le point donne ('). 

Les raison, leinents quo 1’on vient dc faire suiisisteraiont toujours, 
ot par su,te l ’ e(fuatl011 (1 " P lan tangent consorvorait encore la mimic 
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forme, si, clans la fonction u , les variables x, y, z rcprescnlaicnt, non 
plus ties coordonnoes reclangulaires, inais cles coordonnoes obliques. 

Si, on faisanl varier a la fois ,-r, y el 3, on diflorontie 1 ’equalion 
finie do la surface proposec, on obtiendra son equation diflercntielle 
du premier ordre, savoir 


( 3 ) 


Ou 

Ox 


dx 


On . 

«r ,y+ 



o. 


En comparant cello dernicrc a la formulc (2), on roconnail que,/ww 
ohlsnir V equation du plan tangent, il sujfil de rcmplacer, dans l’ equa- 
tion differ entielle de la surface , les different idles dx, dy , dz par les 
differences fuiies £ — x, Y] — y, '( — 5. 

Si, par le point (cc,y, z) de la surface donnee, on mono line droile 
pcrpendiculairo au plan tangent, cetle droile sera ce qu’on appelle 
la normale correspondanle an point dont il s’agil. Soient X, p M v les 
angles formes par cello normale prolongee clans tin certain sens avec 
les demi-axos des coordonnoes positives. L’equalion du plan tangent 
pourra elrc presentee sous la forme 

(/]) (£ — x) cosX - 1 - (V) —jO COS/A -h (C — z) cosv= o 

(voir le qualriemo problemc des Preliminaires). Or, pour quo les 
equations (2) ct (/j) s’aceordent entre elles ct fournissent les memos 
valours do '(> — z, quelles quo soient d’ailleurs les valours attributes 
aux variables <j, yj, il est necessaire ct il sulFit quo les cosinus des 
angles v verificnt Jos deux equations 

du 

cos /- ; _ dy 
cosy ~~ du 
Os 


On 

cosX __ Or 
cosy ~ <)u 

7h 


comprises I’uno ct I’autre dans la formulc 


cos A 
Ou 
dx 


ensp. cosv 

Ou — Ou 


Oy Oz 


— -H 



(6) 
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Si niaiiilonant on (ail, pour alirdj.'or, 
(7) l{ 


t ,} " \ ' 

, ( OnV 




l 0 ■ > 


on lirora do la fnrmulo ((>), on snppnsanf lo dnuldn si <» m* rrdiiil ait 
M«UO 'I , 

I On 


‘n 

<«) 


cos/ 


i On i On 

n "''" II ,h ' ,,MSV M h 


II <) r ' 

ol, on supposaiii lo doolilo si*(no rddiiil an sijpu 
On i On 


( 0 ) <*os). 


U ,h ’ rus ' fc 


II <h 


* rosy 


i On 

It ./ 


Ajonlous (|uo, pour ddlorminor los audios A, u., v, mii do\ra om- 
plny ( *r on los dqualious (8) on los dqualious (<j). miimiiiI «|ho la 
normalo aura old prolonj'do dans tin sons nil dans un uulro a parlirdn 
point s'). 

fai Idrmulo (0) into fois dlaldio, il doviont Curtin do I rumor lo-* 
doux dcjualioiis do la nonualo iiiondo par lo point (,r, > , i. Mu o|)oi, 
si I’oi. ddsi^ni' par £, vj, Z lus noonlotindos vanaldns do oolio droilo, 
on aura, onvorlu dooo qui a d(o d i f dans los Prdliuiinairut, \ p. |,Hi, 


(...) 


£ -o v K .v t 

OUS/ OUT* fj I'lhV 1 


puis, on rompla<;anl It's quanlilds 

ooh>,, oosp, rosy 

par los ddrivdos parliollos 

On t)n i)u 

<)•<■ ’ 0 ) ' iA; ' 

'I 11 ' 1, ’ I| * ;H0 " 1 ' i'<w|Hit:livi'iiii'iil ion nt-l les, <ji, ukirmlru In l'«„- 

mu In 


(") 


£' ‘O t\ y 
On tin 

<),r ( )y 


On 

>)z 


qui oonijirond los doux equations ohorohdos, 
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f/anglc aigu forme par ie plan tangent an point (a.\ t )' } s) avec le 
plan des .r, y cst ce qu’on nomine I’mc/i/mmw /;/«« lan gem , ou 
I’iW/wwHf;/; < 7 e la surface on cc point. O memo angle cst evtdemmcnL 
cgal a Tangle aigu forme par la norm a louver, l’axo des z. Done, rl Foil 
designe par t I’inclinaison do la .surface an point (x, y, z), lavaleur 
de t sera Pune do cellos quo fournissent pour Fangio v les for- 
mulas (8) et(p). On aura, on consequence, 



, 1 <hr 

(12) 

COST -± - d ~, 

(>3) 

It 

seer zzz-h j 

On 


<)z 


le signe ±. dovanl olre redid L au sign* 1 H- quand la valour de ~ sera 

positive, ot au signe -- dans Ie cas eonlraire. 

II ost lion (Pobserver quo les formulos (a), ( 3 ), (l>), (8), (9) el(r 1) 
ne changoraicnt pas, si la surface rionneo etnit reproBonleo, non par 
Pequation (t), mais par la suivante, 

04) " ~ 

edesignant uno quantile constante. 

Eorsque, dans la fonmilc (2), on regard t» les coordonnoos 5, vj, 'C, 
comma eonstanlos, et les coordonnecs x> y % z commo varialilos, on 
ohlicnl, non plus Pequation du plan tangent a la surface (1) ou (i/|), 
mais Pequation d’une autre surface qui est le lieu geomelriquo (les 
points oil cellos quo P011 deduil de Pequation (i/j), on atlribuant 
Miccossi vemcnl divorses valours a la constanlo c, sont ton chocs par 
des plans qui ronfermenl le point (5, vp £). 

De memo, si, dans la formula (it), on rogarde les coordonnAes cv, 
y, s commo seulcs variables, on obliendra, non plus les equations de 
la norinalc a la surface (r) ou (i/j), mais les equations d’une courbe 
qui sera lo lieu geometri'que des points ou les surfaces dont nous ve- 
nons de parlor sont rcnconlvees par des droilcs normales qui con- 
eourent au point (<j, V), C). 

OLuvrcs dc C. — S. II, l. V. 
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Si |*on vcut quo Pequation dc la surface donncc sc presenle sons I 
forme 

( I 5 ) Z.:-:J\.V,y) 

Oil 

- 3 r:o, 

il snffi ra do poser dans P (‘(/nation (i ) 

(■<») 11 “/(•*•. r) "• 

Coneevons quo, dans co cas parlieulior, on fassc, pour abreger, 


(>7 


<)/{■<', y) . 

O.v ~' p ' 


Or 


On aura evideininonl 
(i R) 


On On 

Xv “ p ' Or Y ’ 


Os 


- i 


cl Pequation differentiolle do la surface deviendra 

/>(/>r '■ i - (/ dy — dz . o 

oil 

Oy ) dz i- /j tU -\-qdy, 

Do plus, (’equation du plan tangent so Irouvera rcdiiile it 

( a °) Z-3~p(',-.r)-\-(/(n- y) t 

ot I’on tirora dc la formula (i i) 

5 — a- _ n ■ y 


( 21 ) 




P <{ 
ou, ce qui revionl au memo, 

{ri) £ — x + ,)(£ — s)“0 0 1 -n ~y-hq(K - s) - o. 

Mors aussi les equations (12) et (i 3 ) doimcrou! 

( 23 ; 


COST- 


M) 


\/ 1 + jr r|- q* 
SOCT = \J1+p*X tp. 



CA Um 1) i I'FEH KNTIlvL 


ill) 

linlin. si la surface oourbe quo Ton considerc olait reprcsenlec par 
line equation do la (or mo 

('<5) // -i- c 4- iH-, . . — r, 


u, o, <r, ... dosignanl diverses functions dps variablos .v, y* on 
devrail ovidemment, dans los formulas (2), ( 3 ), ((>), ( 8), fq) ol ( 1 i), 
remplacor la Ibnclion u par w + ( , + ip + ...; ot I’ou irouvcrail ainsi 
pour l’equalion du plan tangent 


h‘S) 


du 

<hv 


On 

On- 

V- 1 

/,)„ 

dv 


On- 

\ (du 

dv 
+ dz 

du- 

“* Ox 

H 0 .i K 

“P 1 1 

\ 0 y 

dy 


dy 


Oz 

du 

On 

On 

dv 


dv 


Ov dm 

On- 

dn- 

X -KV U- 

Ox ' Or 

3 T "I* 
Oz 

r ox 

-1- y 

d\ 

-1- s 

T "I - ■ l ' V~ - 1 - 
Oz O.r 

' v dy 

; as 


Concovons maintonanl quo, dans Toqualion (Vi), u, r, ir soio.nL tlos 
I'oucdioiis onlio.ros ol homogcmos, la premiere du degre} w , la seeondo 
du degre /n--r, la troisiome du degre m -- a, .... Cette Equation 
re presold era or qu'on appelle line surface da deg re m. Alors on Lirora 
do la Ibrinulo ( 2(5) el du llieoreme dps Ibnclions hoiuogenes 



( ( <)n 


dir 

)e+i 

(du dv 

, <hv \ 

(>•7) 

U* 

, , 

d.v 

Ox 

[dy ' h Oy 



1 

mu -I- ( m — i)r -|- 

•(»«■ 

- l)ir -K 

• • » 


puis, 

on ayant 

egard a 

liquation (2 

5). 


1 (du 

dr 

dir 


(du Ov 

dir \ 

(■»«) 

! \7)x 

Ox 

- -I-.. . 

Ox 


\d,r 1 dr 



1 

. me — r - 

- •?. IT’ — . . 

> . * 




On- 

dz 


Lorsquc, dans la formula (28), on rcgardc les coordonnecs vj, '( 
com me oonslanles ct les coordonnecs cc, s coniine variables, on 
oblionl, non plus l’equalion d’un plan tangent a la surface (20), mais 
rdquation d’unc secondc surface du degre m — 1, qui renferme los 
points do conlacl.de la premiere avee les plans tangents monos par 
Ic point ( 5 ,v),£). Si la premiere surface esl du second degre, la so- 
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condo so rdduira simplcment si une surface! du premier dogrb, c’csl- 
ii-dirc a u n plan. On pout done dnoncer la proposition s ti i van (.<* : 

Turonr.ME. — Si par un point donnd on /none des plans tangents a une 
surface du second degre, tons les points do contact scro/it suites sur une 
courbe plane . 

Si I’on suppose c — o, w -= o, .... 1 ’equation so trouvora 
reduitc a la formula t*4)» dans laqucllo u design era une lonelinn 
ontierc et liomogene du degre m, et I’equalion du plan langenl, on 
la formula («8), doviondra 


(29) 


On .. <)u On „ 

H- 0 -r ■ £ - OIC. 

Ox ■ Oy Os 


II pout arriver quo lo plan tangent mend a uno surface par 11 n point 
donne (x,y, 5) no la rencontre qu’au point donl. il s’agil, 011 qu’il la 
louche sui van t une 011 plusieurs lignes, on qu’il la traverse. Dans les 
deux derniers cas, si Ton ddsigne par 

( 3 °) /(•*-*. y,z)~n 

I’eq nation do la surface proposer, et par l, yj, £ les coordonnees va- 
riables el’u no dcs lignes suivant Iesquellos cetle surface est toucher 
on Lravcrsec par Ic plan tangent, les coordonnees yj, '( seront evi- 
dommcnl assujellies a verifier les deux equations 


/(^■n,K) - o, 


( 3l ) d/{x, y, s) 


Ox 




0/(x,y iZ ) t 

or~ {n 


■y) 


, d/(.r, y, z) 
Os 




Lorsqu on peut tracer sur la surface une on plusieurs lignes droites 
qui passent par le point (x, y,z), chaeune de cos lignes se con fond 
nccessaircmcnt avec sa tangciilc ct sc trouve par suite comprise dans 
le plan tangent. Alors I’climinalion do '( outre les formules ( 3 i) pro- 
dutL unc equation entre les variables yg a laquellc on satisfail eii 
pronant pour vj uno fonclion lineairc de $. S’il en est ainsi, non seu- 
lement pour un point determine dp la surface quo I’on considere, 
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mais on co it pour tons les points do la memo surface, el par conse- 
quent pour Louies los valours do «r, y, z qni verifiont la formule (3o), 
cello surface sera du nomhre do cellos qui peuvenl etre engendreos 
l ,ar h‘ moiivomenL d’uuc droilo, ol quo 1’on nomine surfaces re glees. 
Panni los surfaces do cello especo, on doit remarquer les surfaces 
(lewloppables qui sent louehees par chaque plan tangent suivanl uno 
genoralricc. Enlre les surfaces devoloppables, on distingue particul i e- 
remenllos surfaces cylindriques, engendrees par le mouvemont d’unc 
droilo qui roslc toujours paralHde a ollc-mqme, el los surfaces co - 
tuques, doul la gdndralrice passe toujours par le memo point. Les 
surfaces regions, qui no sent point devoloppables, s’appcdlent sur- 
faces gauches. 

Nous allons mainlenanl oflrir quelques applications des formulos 
ei-dessus elablios. 

Example f. — Considerons la surface de la sphere decri to do i’ori- 
gine coniine centre avec le rayon U el represents par l’equalion 

(3u) + Z + =rR‘. 

L’equalion di Here nli olio de celtc surface sera 

( 33 ) x dx -+- y dy H- z dz — o. 

Par suite on Irouvora, pour [’equation du plan tangent, 

(3/i) (c{£ — x)-\-y{(\ — .r) -H -(C — -)- o ou jr£ + yn ■+- — U a , 

Landis quo les equations de la normalc scront comprises dans la 
formule 

l — X _ ' 0 — y __ f 

x y z 

quo Pon pout reduire ii 


Ajoutons quo I’inclinaison t, correspondante au point (ac,y,z) t 
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pourra etre dclorniiucc par ITinn ties Aquations 

f3(5) cos? -- *r ~y so c \ * 

Iv 

Los equations ( 3 / |), quaml on v considrre ./*, y, 3 emmue sen les va- 

9 

riablcs, roprrscntent, la premiere, into nouvelle sphere qui a pour 
diameliT la distance de I'origine an point (c, vj, 'C), el. !a seeonde uu 
nouveau plan. Co plan coupe ics deux spheres stiivanl mu* seiile oir- 
conference do cerctc, qui estle lien dos points do contact <!e la sphere 
donnee avee les plans tangents menus ii eette memo sphere par le 
point (?, q, '(). 

Quant ii la forniulc ( 33 ), elle rep rod oil loujours la memo ligue, 
quel que soft, entro les doux points (?, q, £)» (' v * ,v t s ), e.elui (lout on 
regarde les conrdonnees commc variables, el ciJe rnprcsenfu dans 
tons les eas, afusi qiTon (leva it s*y attendee, uno tlroite passant pur 
I’origine. 

hxeniple 11. — Concevons quo la surface proposes se ro dulse a une 
surface cvlin dri que dont la genoralricc soil parallele a I’axe dess el 
donl la base soil une eourhe renfermee dans le plan des .r, y. Celle 
surface etsa base scront 1*11110 et I'autrc represen loos par une equa- 
tion do la forme 


< 3 7 1 /(■**, ) ) =z 0. 

1 

Cola pose, si l’on fait, pom* abreger, 


(•IS) 


() fix, ,r) 
<).v 


?(■**» r)» 


<>/(** j-) { 

ov — 


liquation du plan tangent deviendra 


Dc plus, on tirera de la formula (t 1) 
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M l’on (rouvcra <mi consequence, pour les equations do la normal?, 

(1°) (^ — .r) - ( 0 </(.r, y) =3 0 , £ — s. 

II result? evidemmont ties equalions (3 q) cl(7|o) quo le plan tangent 
osL loujours parallel? a I’axo des 5 el la normal? toujours pcrpcndi- 
eulaire a eel axo. Ajoulons quo, {’equation ( 3 q) dlant inddpendanle 
do s, chaquc plan (angenl louohera la surface suivant une genera- 
Irioo, ee qu*il Mail facile do prdvoir. 

Si Ton prcnd pour base do la surface cylindrique urn* parabole, line 
ellipse on une hyperbole, cello surface sera cello d’un cyhnclre pam- 
holique , (‘Hip tuple on hyperbolic/ tie. 

liremp/a ill. — (lonsiilerons une surface eonique, dans laquolle le 
sommep e’esl-a-dire le point coinmun ii lonles les generatrices, coin- 
cide avne. I’origiuc des coordonnees. Concevons, d’ailleurs, quo l’on 
prenne pour base do la surface eonique uno courbe plane, dont le 
plan soil parallMc an plan des a?, vet coupe le demi-axe des s posi- 
lives a la distance i dc 1'originc. Soient enfin q les coordonnees 
variables do la courbe dont il s’agit, ot 

('ll) 

son equation. La generatrice qui passera par 1c point (£,q) de eetle 
courbe sera evidemmenl representee. par les deux formules 

(4») ? = S, 5' = <i. 

~> /V 

Or si, outre cos dorniercs el la formule {\ t), on olimitie \ et q, il est 
clair quo l’equalion resultante, savoir 

u»> 

sera verifier! par tons les points de toutes les generatrices. Kilo 
represented done la surface eonique. Cela pose, si Ton adopt? les 
memos notations quo dans l’cxemple precedent, on troavera, pour 
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m 

liquation d ilferen Licllc tin la surface coniqno, 


(44) 



dx -H 7 




Si maintenanl on design e par yj, '(> non plus Ins eoordonneos d’une 
eourbe tracoe sur la surface coniqun, inais Ins coordonnees du plan 
tangent on do la nonnaln an point (.r, y, z), on renonnailra : i" quo 
TOq nation du plan tangent pent elre roduite ii 




c, 


2 ° quo les equations dn la normalo soul comprises dans la Idrmuln 



(ionimc I’ocj nation (45; no change pas qtiand on fail varinr a\ y el s 
de maniere quo les rapports *?- demeurent constants, on peul 

a (firmer quo chaquc plan tangent loncliora la surface suivant min 
gcneralrice, ce qu'il ctait facile de prevoir. 

On arrive rail a la memo conclusion en observant quo, dans le eas 
present, les tommies (3r) so Irouvenl remplacees par les suivantes : 



et, com me les coordonnees .r, y, z doivent coustaimuent verifier 
I’equation (43), ii est clair qu’on salislera aux formules ( 47 ) en 
prenant 


Or, cos deux dernieros equations outre les coordonnees variables 
l Y], l represen ten l evidemment line droilo qui passo par le sommet 
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tin cone el par le point (&,y> s) do la surface eonique, c’ost-a-dire 
lino genernlricc do cetto memo surface. 

Si Ton vent quo la surface eonique soil cello d'un edne droit a base 
circulairc, il siilTira do reduiro la courbe (/|i) a la circonfcronco d’un 
corclo qui ait son centre sur l’axe dos z. Si l’on nomine It Ic rayon do 
ec memo corclo, los formules ( 41 ) ot (43) doviondronl rospoclt- 
vement 


(49) H-n’-It 2 , 

(50 ) U 2 ^ 2 . 

Alors liquation diflorontiolle de la surface eonique pourra etre pre- 
sentee sous la forme 

( D'i ) sc dec h- y dy = It 5 ^ dz. 

Par suite on Irouvera, pour liquation du plan tangent, 

< Sa ) *U ~ *■) H-/(-o -f) = K a *K - *) 


oil 


(53) 

et les equations do la normalo scront comprises dans la formule 


(54) 


l x „ ‘o ~ y .... K — ■ a __ #(£ — #) -i- r(c — r) -+* s(C — a) 

.r y ~ -h y* — U 2 5 a 

~ — x ) -<-,r(c — r) + ~~ a) ^ 


do laquello on lircra 

(55) —==“> /) ®)== o* 

,7; .) 

Enfln Pinclinaison t do la surface pourra clrc determinee par l’une 
dos equations 

It / 7” i 

(56) cost ~ ~p=r=~) s6ct = 4/ i-H tangr = 


It 


II resulto do ces dernicres quo Pinclinaison de la surface ost con- 

OEuvrcs dc C. — S. II, t. V, 2 9 
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stank 1 , ct qiTelle so confond, commo on dovait s’y attendee, avec le 
complement clo Tangle compris entro I’axc du cone ol la gen era- 
trice. Do plus, on oonelul ovidemment des equations (55) : O’ <j ur la 
projection do la normale sur lo plan dos x, y coincide aver, la pro- 
jection do Ja generatricc; 2 ° quo cctto norrnalo ost rcnlermeo dans to 
plan tangent a la sphere qui a pour centre Toriginc, ot qui passe par 
le point (x,y,z). 

L’equation ( 02 ), dans le cas oil Ton y considore x, y et s commo 
sculcs variables, rcprescnlc 1111 hypcrboloide a min najtpe, cion f. les 
axes reels sont paralleles aux axes des x ot y, ot dans lequol un dia- 
nietre coincide avec la distance do Toriginc au point (5 ,yj,C). Dans 
lc memo cas, I 1 equation (53) represente un nouveau plan qui passe 
par Toriginc. Ajoulons quo ce plan ct cot hypcrboloide oonperoul on 
general la surface eoniquo suivant deux generatrices qui seront los 
ligncs do contact do cctto surface avec Ies plans tangents monos par 
le point (£,*),£). 

Quant aux equations (55), dies represciileronl. evidemmont, si Ton 
considerc .r, y, z commo sculcs variables, line circumference do eorele 
qui aura pour diamelro la distance do Toriginc au point (5 ,yj,‘(), ct 
qui coupcra lc cone au memo lieu quo la pcrpendiculairo abaisseo do 
ce' point sur la surface eoniquo. 

Lorsqu’on substitue Tequation (5o) a cello d’unc surface quel- 
conquc, les formules (3i) sc reduisent ii 

( J “7) = 

Si, entro ces dernieros ot Tequation (5o), on olimino 5 ot on trou- 
vera' 

(^ 2 + T 2 )(f + -o 2 ) — (^-hyn) s = 0, 

011 , cc qui rovient au memo, 

(x-n~ZyY~ a, 

I = f. 

■n y 


et Ton on conclura 
(58) 
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Si 1 ’on mmit liquation ( 58 ) a la sceondo des formulos (57), las 
ooordonnecs variables $, vj, ( soront cvidcmmcnL cellos d’uno droite 
(jui passera par Torigino ot par lc point (x,y,z). Cotlo droitn sera, 
en oirel, la seule ligne commune a la surface eonique el an plan tan- 
gent mend par le point (cv,y, z). 

Si l*o n prenail pour base do la surface eonique une parabole, tine 
ellipse on line hyperbole, cctte surface serai t cello d’un cone parabo- 
lique, elliptique oil liypcrboliquc. 

Exe tuple IV. — Designons par a, b, c trois constanlcs positives; cL 
eonsiderons la surface roprcsentec par l’cqualion fi nie 



Cette surface, qui donne pour sections ties ellipses, quand on la 
coupe par des plans perpendiculaircs ii I’axe ties s, et ties paraboles 
quand on la coupe par des plans porpciuliculairCs aux axes des x mi 
des y, est cello qui lerinino un paraboloide elliptique. Coniine, en 
diflorenlianl la lormulc ( 5 <)), on trouve 

(60) ~ct.v + ^dy=' [ -ilz i 

l’equation du plan tangent an paraboloide elliptique sera 


(61) 

S«— ) + £<«- 

-y) = 

Oil 



(6a) 

. rn _ 

a 1 H ~ 

c 


Quant aux equations de la normale, olios se Irouveronl comprises 
dans la fornuile 


( 63 ) 


*’(£ — x ) „ — r) 

"•* y 


c(Z~z) 


. as (j- — a?) -h y ('fl — 7 ) -+- 2 3 {K — 5) 
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de laquclle on tiro 

(64) = *«-*)+r(fl-y) + !> S (t- S ) -=«. 

x y 

La derniere des equations ( 64 ) prouvc quo la nonnalo an parabo- 
loids cllipliquc, on un point donno, nst comprise dans lo plan tangonl 
mens par cc point a un cllipsoiclo do revolution dont In centre coin- 
cide avoc I’originc, ot dont l’cquation ost do la forme 

x i + yi -j_ a — go n s t. 

L’equalion (Gi), dans lo cas oil Ton considers cc, y el z coniine 
soul os variables, represen to un second paraboloi'do do memo (brine 
quo lo premier, mais dont Taxe coincide avoc la droite qui a pour 
equations 

( 65 ) I, *=!!, 


otic sommet avee un point situe sur cot axe el cm- respond ant a 1’or- 
donnee 



Dans lo meme cas, I’equation (62) represent!) un nouveau plan (|ni 
rencontre 1 axe des z en un point dont l’ordonnoe esl z 
Ajoulons quo cc nouveau plan coupe les deux paraboloidos suivant 
une ellipse, qui est le lieu des points do contact du paralmloide 
donne avec les plans tangents mcncs a co memo paraboloide par lo 
point ($, q, (). 

Pour savoir si Ic plan tangent mono par un point (cc,y, z) de la 
surface donnee traverse 011 non cctte surface, il suHit d’oxamlnor si 
1 on peut attribuer aux variables vj, ( plusieurs system os do valours 
reelles propres a verifier simnltanemenl les deux equations 




,rn __ 5 

a* " h ~~ 


c 
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Or, si outre cos dcrni 6 ros el la formulo (dq) on elimino '( ol s, on 
trouvcra 

W Y ] 2 .r* y- (xi yt A 

rt 2 h- + a* ' h b”- ^ ( «* + ’’f) ~ °» 

ou, co qui reviont au memo, 

vy-w- 

D’ailloui's, on no pout satisfaire a liquation precedento qu’en posant 

l — ar, n —y, 

cl Ton tire aloes dos formulcs (5q) 01 ( 67 ) 

Done Io point ( x,y , z) csl lo soul qui soil coinmil n au parabolo'ide e( 
au plan tangent, co qu’il etui t facile do provoir. 

Example V, — Considorons la surface reprosen too par liquation 
linio 


(68) 


,v* y* z 

fl* — )y, 


Cette surface, qui donne pour sections dcs hyperboles, quand on la 
coupe par dos plans parallolos au plan dcs cc, y> cl dcs parabolcs, 
quand on la coupe par dos plans perpcndiculaires ii l’axo dos x 011 ii 
Paxo dos y, cst eolle qui lermino 1111 paraboloido hypcrboliquo. Elio 
rencontre cvidonimcnl le plan dcs x } y suivant deux droitos repri- 
se n toes par la formulo 


(GO) 


x 


y — 

a 2 b* ~ °’ 


qui fournil les deux equations 
(70) 


x y 

£. — o, 

a b 


x y 

- ■+• = o, 

a 0 


(70 
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Cola pose, on operant conime dans F example IV, on troll vora pour 
{'equation du plan tangent an paraboloide hypcrholiqiu* 

, 4 — .«) r(n — 7)_C— 3 

( 7 a > — f iy~ -’““c * 


Oil 

( 73 ) 


icj yn 
rt- /P c 


ot, pour les equations dc la normals, 


( 74 ) 


« 2 (| — *0 . 6 2 (-/j— r)_„ 

' ' — - O, 

* y 


*«(£ - a;) -l-.y(-0 — /)-!- *»s(C — o) -* o. 


La dernierc des equations (7/1) prouve quo la nornmlo an paraboloide 
liypcrboliquc est comprise dans le plan tangent it tin ellipsoule do ro- 
lolution ilontlc centre coincide avee l'origino ot dont I'equation ost 
tie la forme 

-1- 7*-t- 3 5 *= const. 


L'equation (72), dans le cas oil l’on y considcro so, y, x; eommo 
seules variables, represent tin second paraboloids do memo forme 
quo lc premier, mais dont I’axe coincide avee la droite roprdsonlde 
par les formulcs ( 65 ), et le sommet avee un point siluti sur eel axe el 
correspondant ii I’ordonncc 



Dans le memo cas, Pequalion (73) reprosento un nouveau plan qui 
rencontre I’axe dcsxsau point dont l’ordonnco ost — Ajoutons quo 
ce nouveau plan coupe les deux paraboloidcs suivant tine hyperbole 
qui est le lieu des points de contact du paraboloids donno avee los 
plans tangents menes a cc paraboloido par lc point (?, yj, £). 

Si Ton you l oblenir les lignos qui, passant par un point (x t y, s) 
de la surface donnee, sont communes ii cetto surface ct au plan tan- 
gent, il sutfira d'assujetlir les coordonnces variables vj, £ a verifier 
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Ics deux equations 


(76) 



_ . rfl _ £ +• ~ 
« 2 /j 2 c 


Si, c ntre cos dernieres rt la formule (68), on eliminc '( et on trou- 


vera 


I! _ t _ h 1* _ ll _ Jzl __ rn\ _ 0 

ft 2 ^ ' « 2 6* (a- b*)~ ' 


011, cc qui revientau memo, 


( 77 ) 

et l’on on conclura 

(78) 


t — ‘V _ 'fi —y 
a b 


on 

( 79 ) 


l — cc _ _ ( 

a b 


JSn reunissant, Tune aprbs I’autrc, la formule (78) ct la formula (79) 
a la secondc ties formulos (76), on oblicnl deux syslcmcs d’oquatious 
qui roprosontent deux droites traeecs sur le paraboloido de maniere 
ii renfermor le point (oc,y,z). Si ce point devienl mobile, cliacune 
des deux droites engendrora le paraboloido hvperbolique, on so 
mouvant do telle sorlo que sa projection sur le plan des cc, y reste 
ton jours parallel e a l’unc des droites suivant lesqu olios ce plan coupe 
le paraboloido, 

11 cst essential d’obscrver quo tonics les generatrices coupeni le 
plan ties x, y, et qu’on simplific la recherche de lours equations on 
supposant le point (x,y,z) situe dans ce plan, e’est-a-dire sur 1'une 
des droites (70) on (71). On reconnait alors immodiatement qu'un 
premier system c de generatrices cst determine paries formules 


(80) 


& „ y _ zn — ^ l a ~ I 

a b ’ a 2 b 2 c ’ a 2 b 2 2 c * 
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quo I*on pout rcduire a 


(Si) 


l -n _ a K i n __ ^ 

**' » — ~ y I - ( — ~ 2 j 

a b x c a b a 


et 1111 second syslemc par les Tommies 


(8a) 


£ _____ y .r£ yn __ K ? 

a b > a * b* c’ ctr b n - c’ 


quo Ton pent roduire a 


( 83 ) 


l + 2 __ £ 1 _ 2 _ a £. 

a b jc c a b a 


Ajoulons quo lc rapport ~ demeurcra constant pour unc memo gc- 
noralricG, ct changera do valeur dans le passage d’uno genoralriee a 
I’autre. Cc rapport sera done cc qu’on nomme uno constanic ar/n- 
/ retire . Si Ton designe cotte conslantc par e, ct si Ton 6crit, en outre, 
dans les equations (8i) ct (83), x, y, s au lieu cle £, yj, (, ccs equa- 
tions deviendront respcctivcment 


( 84 ) 


et 


( 85 ) 


a b a b S c 


£ _ 1. — o « £ . y 

a b 6 Sc 


T1 est facile de s’assurcr directcment quo chacunc dcs droites repre- 
sontces par Ic systome des formules (84) oil (85) est situoc tout 
enliero sur la surface du paraboloido hypcrboliquc. fin ofTet, si Ton 
multiplic, membre a membre, ou les formules (84), ou les for- 
mules (85), on reproduira evidemniont requation (68). 

Comme Ie plan tangent mene par un point donne a la surface du 
paraboloido hypcrbolique la touche en un point unique, il est clair 
quo ccttc surface n'est point developpablc, et se trouve comprise dans 
le nombre dc cellos quo 1’on nomnie surfaces gauches. 
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• Exempt? 17. — Si 1’on considers le paraholoidc hyporboliqne re- 
presen le par la formule 

(86) .ry - cz , 

on trouvcra pour [’equation tin plan tangent 

(87) r(£- .r) l-.r(n — r) 

Oil 

(88) .ffl » t — c(£ -1- -)* 

el pour les equations tie la normale 

(89) .r(£ — .<•) ~ y(n — y), .v(i — .v) + j'(o — j) ■+ t -(C — "«• 

On eonclura do 00s dornieres quo hi normale esl la droite (Pinlorsee- 
ti on ties plans tangents menus par le point (x t y t z) a 1111 cylinder 
liyporboliquo et a tin ellipsoide do revolution repeesentes par tloux 
equations do la forme 

u^—y-.- const., .i** 2 -1- y 1 H- 2 «*-- roust* 

Do plus, si Ton dosigno par vp 1 les eoordonnoes variables de 
I’uno ties generatrices qui renfcrmenl le point z), on aura 

(90) %n—cK> -efl h- j*£ — -h a), 

et I’on tireru des equations (90) eonibinees avee la formule (8G) 

In -1- xy~jcn—y£,-- o, 


oil, ce qui revienl au memo, 

/ 

(91) 

Par consequent, les deux generatrices seront representeos par la 
secondc des equations (90) reunie ii l’unc des form ulus 


( 9 y - ) 
19 3 ) 
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(it elles scronl constamment perpendiculaircs, rum* a 1’axe dos .r, 
I'auLre a 1’axc des r. 

Rjscmple VII. - Considcrons la surface du second degre repre- 
sentor* par I' liquation 

( t) 4 } A ,r- 4 - Dy 2 -1- 0 ~ 2 4 - 2 Dy$ - 1 - 2 E -h 2 F .ry — K . 

l/oqualion differenticllc do ceUc surface sera 

(A/ 4- Fy 4- E z ) dx -1- (Fj* 4- toy 4 - D z ) dy 4- (Ea* 4 - 1 ) y 4 - Cs) </- o. 
Par suite, on trouvera pour l’equalion du plan tangent 


19 5 ) 

on 


( (Air -i-Fy 4-Ks)^ — or) 4-(l'\r 4- Hy 4- Ds) ( /) — 

| 4- ( l’> -h I ) y 4 - C 5 ) (£ — 3 ) -- 0 


( gO) (A.r 4 - Fy + L-); + ( ILr 4- Dy 4- I) z)n 4- (E.r 4 - l)y 4- Cs)£ -- Iv, 


tandis quo les equations dc la normale scroll l comprises dans la for- 
mula 


( 97 ) 


4 — n —y __ C_--y 

A.r -h Fy 4- E s ~ F.r 4- Dy 4- J ) z E.r 4- by -h C 5 


Lorsque, dans les equations (93) 05(96), on regarde x ,/v, 5 comimi 
scales variables, ces equations representent, la premiere une nou- 
vollc surface du second degre, scmblablc ii la surface donneo, et dont 
1111 tliamelro coincide avec le rayon voctcur mono do I’origine an 
point ( 5 , vj ,'C); la soconde tin nouveau plan. Co plan coupe les deux 
surfaces du second degre suivanl une soldo courbe, qui est le lieu des 
points do contact do la surface donneo avee les plans tangents monos 
a cettc memo surface par le point (£, yj, £). 

Quant aux angles X, p, v quo forme la normale mence par le 
point (a? t y, 5 ) avec les demi-axes des coordonnecs positives, on les 
deduira do la formule ( 6 ), qui donnera 

, , cosX cosg __ cosv 

^ A j; -t- IQ' 4- Es Fa? 4- Dy 4 - U z ~~ E.r 4- Dy 4- C 3 
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ExempU ■ VIH. — Dosignons par a , /;, c dos constanles positives, i*l 
eonsiderons mi ellipsoido don l les axes, paralleles anx axes coer- 
cion lies, soil'll! representos par 2 a, 2b , 2c. On Irouvora pour I’equa- 
I ion dn n'l ellipsoido 


(*J9) 




el pour I’uquation du plan tangent 


(too) 




«c 

c 3 


(andis quo 1 os equations do Ia normalo so doduironl do la lormule 


(on) 


b'-(-n-y) c'( Z--z) 

" ' y ’ 3 


Do plus, pour savoir si lo plan tangent mono par lo point (.r, v,s) 
traverse on non [’ellipsoido, il sullira ([’examiner si i’on pout atlri- 
l>iu i r mix variables yj, plusieurs systemes do valours reelles 
propros a verilier simnltanement los deux equations 


(too) 


a ' 1 ' h 1 c* ' 


ft* 



c- 


Or on tire do ees dernieres eoinbinees avoe la formulo (99) 








O 


ou, co qui revient au memo, 

D’aillours, pour satisfaire a (’equation precedent, il fan L suppose!* 

vC — x-n—yl 

el, liar suite, 

£$ . r** . Z S 

\ _ n „ S = «» b 1 ‘ c* 

*~y * zi + ti + t 

a x b l c 


i 
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c’usl-a-dirc 

n-= t y, t = 


Done ic point (#, y, s) est !e soul qui soil cominun a rollipsnide ol 
mi plan tangent, cn qu’il etait facile do provoir. 

Example IX, ~ Cnnsidorons la surface representin' par l'eq nation 
tinie 


(«o3) 


,c* £ 

a 1 ' b 1 c l 


Oil 



r 


■ X 


Cette surface, qui domic pour sections dos ellipses, quand on la 
coupe par des plans perpendiculaires a l’axe dos ot dos byprr- 
holes, quand on la coupe par dos plans perpondieulairos a I'axc dos .r 
ou a Paxe des j, cst eolle do I’hypcrholoido a urn* nappe. Si par Ic 
point (a, y % s) on mono un plan tangent et imo normale h col hvper- 
boloide, on trouvora pour ['equation du plan tangent 


(!0/|) 


£5 ro 
a J 1? 



on 


, yj 

<? _l " V 


i -i - 


sK 

r» 




tan dis que les equations do la normale soront comprises dans los 
for mules 


(>o5) 


a ' l {Z — ■*• ) ^ h* (n~y) _ c*(? -z) 
' v ~ y "'“'a 


Do plus, pour savoir si le plan tangent traverse ou non cel livpor- 
holokle, il suflira d’examiner si I’on pout altribuer aux variables 
v ), £ plusieurs systemes des valours reelles propros ii verifier simul- 
tanement les deux equations 


(I0f>) 


¥ , W" _ K 1 Jc'l * y f] zt, 

a‘ + -F‘-' + «<’ . 7 >' + 4 .-= ,+ 73 - 


Or on tire deces dernieros combineos avee la formulo (m3) 


£! + ^V0 + l’ 

a 2 b 1 ) W + b* 


£j . yn" 

a * 


I + T7 H- 
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on , c oi | u i v e v i onl a u m cm e , 

Co;, (^7 


cl, par suite, 

(108) 

oil 

('«!)) 


■*■0 — y± 
ah 


M 


l — z 
c 


•r 0 — ) i K 


ah 


13 n reunissanl, l’lino apres Taulre, ia formulc (io8) cl la for- 
mula ( i of)) a la sccondc des formulas (io6), on oblienl enlro les 
coordonnces £, */), '( deux syslemes donations qui represcnlonl 
deux d miles traceos sur I’hyperboloide dc maniero a mifcnncr Ip 
point (x, y, s). Si oe point deviant mobile, chacimo des deux 
droilcs se mouvr'a ello-meme, el ongendrera l'hyperboloide ii one 
nappe. 

Comma Lou Los las generatrices renconlrenl In plan des a\ v, rien 
n’enipdcho de faire eoincider Ip point (.r,p', z) avou mi des points dc . 
IVllipsc 



suivant lacfucllo cc plan coupe rhyperboloide, cl dc supposer on 
consequence, dans Ies equations des deux syslemes do generatrices, 
s = o. Alors eas equations deviendront respeclivemcnt, pour le pre- 
mier system o, 


(m) 


xl r/i_ -i‘n — y\ _ K 

+ 17 ~'’ "ah ~~c 


et pour 1c second syslbmo, 


(M2) 


a’- /> 2 ’ ah c 


La premiere equation, qui roste la memo dans le passage d un sys- 
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tome a Faulrc, rnontre evidemmenl quo Louies lcs generatrices out 
pour projcclions sur le plan dps ,r, / dcs droites fangentos a [’ellipse 

dont nous venons do parlor. 

Si, pour simplifier lcs calculs, on pose 

(nd) x ' - /• cos/), y — /sin/), 


la for mule (i 10) don n era 


( " -'i ) r> 

sin 2 /) -h b- cos 3 /)) 2 

et 1’on aura par suite 

, _ v abcasii abmlnp 

( 1 1 5 ) ■*’ p X ' ; r 

(CT 2 sin 2 /) •+• b'-c. os 2 /)) 2 (a 2 sin 2 /) -i- />* cos 2 /)) 2 


Si Eon subslituo les valours precedonles do x et do y dans I os {'([na- 
tions (in) et (112), et si Foil y remplaco ensuilc ij, *), '(, par x, y, = . 
ces equations deviendront respectiveincnt 


(>i(i) 

el 

0 l 7 ) 


~ ^ cos/> •+• “y sin/) --= ( a 2 sin 2 /) -1- b' : cos 2 /)) 2 , * 


1 - 


| y cos/) — J) sin/) (a 3 sin 2 /) -1- /) 2 cos' 2 /)) 2 j 


-x cos/) h- ~/sin/) : ~ (a- sin 2 /) -l- b* cos 2 /)) 2 , 

J. - 

x sin p — y cos/) --- ( n - sin 2 /) 4- /) 2 cos 2 /))' 2 ~ • 


Il est facile dc s’assurer direclemcnt quo chacune dcs droites repre- 
sentees par le systome des equations (1 iG) ou (r 17) est silucc tout en- 
lioro sur la surface etc l’hypcrbolokle ii uno nappe. En elfet, si Fun 
ajoutc, membre a inembre, 011 lcs deux equations (1 iG), on les deux 
equations (117), apres avoir clove chacunc d’ellcs au earre, on re- 
tro uvera la formule (io 3 ). Observons, en outre, quo la quantile p, 
qui domoure constantc pour uno memo gencralrico, represente tou- 
jours 1 ’angle forme par Faxe dcs x avec 1 c rayon vecteur mono do 



C A L C U L i) l V F K R 12 N T 1 12 L, m 

r»ri^ine an point ou la genoralrico quo Pon consi dcro coupe lc plan 
lies .v, y. 

Suit mnintonant 

i 

( [ 1 H ) Q — - • ~ Pjjr. ^ a a s i n 'P •+* co s 2 /j) J 

/;eos/> 


On lirera dos formulos (i iG) 


(->!)) 


7; r 


X z I / y 
« + ; = 0 I + £ 


ct dos fonnulos (117) 


1 20 ) 


— 1 — 

a a 


o 1 1 — ~ » 


.r 3 \ { y 

a c ~ 0 ( 1 "b 


Si Ton supposail, an oonlrairo, 


i'u 


0 __<( cos/ ; -1- (a* sin 2 /; -1- b - cos 2 /;) 
Z>sin/; 


on lirera it dos fonnulos (1 r(>) 


(I ' 42 ) 


y z 
b c 


s( -5 ■ 


b a c 5 l , 1 1 a 


el (I <*s fonnulos (r 17 ) 




1 -- 


.?• 


I H- ^ = 

/> c 


.r 

1 -l- - 
a 


Par consequent, si Ton nmpluio la leU.ro © pour designer uuo con- 
slanto arbilraire, los droitcs qui servonl do generatrices a Phypor- 
boloide pourronl olre reprdsenloes par los equations (uc>), (120), 
(122) 011 (ia 3 ). Ajoulons quo los fonnulos (1 1 9) ot (122) seronl re- 
latives ii Pun lies deux systemcs do generatrices, Landis quo los for- 
mulos (120) cl (123) so rapporlcronl a Paulrc syslomo. 

(iOinmo le plan tangonl mono par un point domic a la surfaoo do 
Phyperboloidea uno nappe touche cette surface on un soul lies points 
ou il la rencontre, il on rcsulto que cetto surface n’est pas develop- 
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pablo, cl so Irouve comprise dans In nmnbre tie cellos <{ue Ton nomine 
surfaces gaudies. 

Exemple X. — Consfderons In surface ropresenleo par I ’rt| (in t ion 
linie 




3- _ ___ y- 

c- a" b- 




it- h- r‘ 


Celle surface, qui donee pour st'dions des ellipses qnaiid on la coupe 
par ties plans perpciulieulairoK it 1 'axe ties 5, el des hyperboles qunmi 
on la coupe par ties plans porpendiculairos a 1 ’axe ties .e on it 1 ’axe 
ties y, sc tlivise on deux nappes, dans cluiouno desquelles le poini 
lo plus rapproclio du plan ties ,v, y esl silud snr Pave des 5, el 
it la distance c do Torigino. C’esl pour eelle raison tjue le sol id t* 
(ju’elle lermine a pris lo nom X hypcrbnloide a ilcu.v nappes. Si par le 
point (V, v, r) on mono no plan (angenl el, uue normalu it e.el hyper- 
boloide, on Irouvera pour let) nation du plan land'll I 


I 2 J ) 


•a~ y ft 

<t 2 i- ' d 


land is quo los equations tie la normnlo resleronl comprises dans la 
formulc (10,)) do Poxomplo precedent. l)e plus, tut raisonnanl eomme 
dans cel exemple, on aura evidommoul, it la place tie In formule ( 107), 


(12G) , 

el Ton en con cl lira 





P5 “)'- il-: 


| /I 
X * 1 


puis, en ayanl egard aux equalities (vd\) el (120), 

n—y, C.:s. 

Kn consequence, le point (x, 7, s) sera lo seal point comimiu it Hiy- 
perboloidc el an plan tangent. 

Exemple A/. Considerons la surface hclicnkle reproseulce par 
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Pequation (4i) do la treizieme Lev oil, savoir 
(i«7) - — « U arc lang 


Oil ,v Lanj? j 

cm 


On aura, pour Pequation different idle do celte surface. 


(1*8) dz ~ r/R ~ <l l v :y fLl : on c/ 3 - ,v dy ~ y ih . 

v* «R J J 


i ’2 _t_ „5 


Par suite, Pequation du plan tangent sera 
('«9) 


r 3 v a 


la n cl is (pio les equations do la nonmile so Irouvcronl comprises dans 
la for mule 


( 1 3o ) 


a U (_? z) _ cm- _ ij- - .*• 
x- -t - j ,s ’ — .£• j 


A Paide do cos di verses equations, on elablira sans peine diversos 
propridles do la surface el Ton prouvora, par exomple, quo le plan 
tangent coupe la surface suivanl uno infinite do ligncs donl Pune 
coincide avee la gondratriee, o’esl-a-dire avec la porpendiculaire 
abaissee du point do contact sur 1’axe dcs 

On pout remarquer quo Paxo das s osl entiereinent compris dans la 
surface repre»en(6e par la formule (127). Si Pon vent obleuir P equa- 
tion du plan tangent on un point quoleonque de ee iriemo axe, il 
faudra rdduire, dans la formule (1 acj), los coordonnees x et y a zero, 
on, eo qui revient au memo, il faudra poser x -- o dans Pequation 


X 


”(A> 


, — 5 (e — «) 

produilc par Pelimination do y entre les fornuilcs (127) cL (t 2<)). Or, 
on operant ainsi, on trouvera, pour Pequation du plan tangent on un 
point do Paxe des z, 




a K 


Done ce plan, qui sera toujours vertical et renfermera toujours Paxe 
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dont il s’agil, ohangcra do direction avoc Pordoiuiro a du point do 
contact ot roprendra la memo direction quand )c rapport s <'- ll ’ou- 
vora augmenle on diminuc d’un nombre queleonque do eirconlo- 
renees. 

Quclquofois des lignes on des points compris dans uno surface 
courbe oflrent dos part icu lari Ids digues do remarque ot analogues a 
colics quo pros on tent los points singuliors dos courbos. Panni los 
points singuliors des surfaces, on doit dislingu’er eeux par los(|ii(ds 
on pcul fa ire passer une infinite de plans tangents. Hn ehaque point 
do colic ospccc, los valours do cosX, cosp., cosv, deduiles dos for- 
mulcs (8) ou (()), dovionnonl indelennineos, ce qni no pout avoir 
lieu que dans deux cas, savoir : i° quand I’ uno au moins des quantiles 

On On Ou 
Oar* ' Oy Oz 

proud uno valour indclormiuoo; 2 ° quand cos trois quantiles do- 
vionnonl a la fois nullos ou intinics. Dans 1 un ot I autre eas, la sub- 
stitution dos valours do x, y, z transforme liquation ( 2 ), <[ui re.prc- 
sonte lo plan tangent, cn une equation idonliqiie, ou du moins on 
une equation qui ren forme Line oonsLanto arbitrairo. 

Considcrons, par cxemplc, le sommetde la surface coni quo ropro- 
sentcc par la formula (jo). Gommo ce sommet coincide avee l’origino, 
les valours correspondanlcs do x, y, z Boron l nullos, ot en substituant 
cos valours dans Fequalion (53), on fora evanouir les deux mombros. 
Toutefois, si, a la place des eoordonnees rcetangulaires .r,.)', on intro- 
duitles coordonndes polaircs rut//, l ices aux premieres par les equa- 
tions ( 1 1 3 ), I’equation (5o) donnera 



et la formulc (53) deviendra gencralcment 
(i3a) £ cos/; 4 - yj bln p — R£. 

Ainsi 1’equation du plan tangent no renfcrmcra qii’uno. soulo des 
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QUINZIEME LECON. 

CKMithS i:t muifmu’S mis surf-uxs ooukufs i:t dis ootiiiniis thacChs dans i/ksimri'. 
v\i-.s di:s siMtiMors coijumbs. 


On nonimo centre tl’uno courho on d’nii o surface courho (in point 
tel quo les rayons vecteurs monos do co point a la oonrbe oti a la sur- 
face soient deux a deux egaux et diriges en sens eonlraires. Lors- 
qu’une courbc ou line surface courbc a tin centre, et (pi’mi y a trans- 
ports 1’ongine des coordonnees, on n’altere point l*ttq nation ou les 
equations do cello surface ou de cette courho outre des coordonnees 
rectilignes x, y, z, on remplaeant x par — a\ t y par — y et s par - s. 
■Lorsque le centre coincide avoo le point qui a pour coordonnees a , 
by Cy on n’altere point I’equation de la surface ou !e systenie des deux 
equations de la courho on reinplacanl x par sut -- x, y par -J.b y, 
et 5 par r ia — a. 

Examples. — La surface du second degre representee par I’equation 

( 1 ) A .r 2 -h Bj' 2 4- G z n - -h 2 1 ) yz 4 - a IS z x -i- •* I 1 ’ xy : _ K , 

et la courbc suivanl laqucllc cctto surface est coupon par le plan 

( 2 ) x cos). 4 - y cos p h- a cosv o, 

outpour centre commun Eorigino des coordonnees.* 

Si Ton designe par x, y, s des coordonnees roctangulairos, la 
sphere 


( 3 ) 


(x - a y __ by. + (s _ c )*-_ R2j 
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et lc corole represent par le syslcme dcs equations 

( ( — *7 )s h- ( r — *) 9 -I- — c) J =n’, 

< ' 1 ) ' 

| (.v — a) cosX -4- (y — b) cos p. -i- (z — c) cosy — o, 

auronl pour centre common le point (a, b,c). 

Uiio courbe ou surface courbo pout avoir line infinite dc centres. 
Ainsi, par example, si, apres avoir trace, clans un plan porpcndicu- 
laire a une droite donnee, une courbo qui ait un centre place stir la 
droito, on construit line surface eylindriqun dont cette courbe soil la 
base ct dont la generalrice soit parallele a la droite, dont il s’agit, 
chaquo point de ee.tle droite sera evidomment un centre do. la surface 
eylindriquo. 

Touto droite inonee par le centre d’unc courbe ou surface courbo 
esl uu duunvlre de cettc courbo ou de cette surface. 

On appelie axe d’uno surface courbe une droite tracec de inaniere 
a parlager cn cleux parties symelriques chacimc des courbes plain's 
qtUon obtient on eoupant la surface par ties plans qui conferment 
cette memo droito, Un tel axe est necossairemonl normal h la surface 
courbe dans oliaque point ou il la rencontre, a rnoins quo le plan tan- 
gent mono par lc point de rencontre ne devienne indelcrmine, De 
plus, cliaque point de I’ axe est evidomment un centre de bisection 
faite dans la surface par le plan qui est porpcndrculairc a 1’axe cl qui 
renferme ce memo point. Done, si cot axe coincide avec I’axe dcs x, 
('t si les coordonuecs x, y, z soul rectangulairos, on n’altcrera pas 
(’equation de la surface cn y remplaeanl a la foisj par — y e( s par 

Soit maintenant 

(•>) u~o 

[’equation d’uno surface courbe fermec tie Loutcs parts, u ~f(x,y,z) 
designanl une fonction des coordonneos rectangulaires as, y, et 
imaginons qu’un certain point 0 soit le centre unique de cettc sur- 
face courbe et do loutcs les sections planes faites dans la surface par 
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drs plans qui re n ferment le point 0. Si la surface « — o adruel tin ou 
jjlusicurs axes, le point 0 devra dire sifuo sur chacun d’eux, puisque 
les plans monos par ec point nt pcrpemlioulaires aux axes oonperont 
la surface suivnnt ties courbes clout il sera {’unique conin'. Si, poor 
plus dc comrnoditc, on place le point 0 a 1’origine dos eoordonnees, 
le rayon vecleur mono do Torigine an point (.r, ,r, s) do la surface 
enurbe et la uormalc elevee par co point formcronL avoo le domi-axo 
dos ooordonnoes positives, dos angles don l los cosinus sernnl proper- 
tionnols, d*uue part, aux eoordonnees 

•£> ,y> '•j 

dc 1’autre aux fonctions do rive os 

’ Ou Ou Ou 

da: Of ()c 

(Ida pose, concevons quo lo rayon vectour coincide aver, un axe do 
la surface courbc. Comme cot axe, on vertu do co qui a etc dit plus 
haul, sc confondra lui-mcme geueralomont avec la normale elevee par 
le point (a? ,y, z), los quantiles 

du On On 
doc ’ Of ' ~0z 

dcviendroiil evidemment proporlionncllcs aux eoordonnees :v, y, z, 
ct 1’on aura en consequence 

du du Ou 

( 6 ) 

" Y~ ' 3 

II esl bou d’observer quo l’on n’aurait ricn a changer u la formule(d) 
si la surface proposee ctait represented, non par {’equation (d), mais 
par la suivanle 

(") Uj=-C, 

c design ant unc quantile cons tan le. 

La formule (G), reunio a 1’equation ( 7 ), suflU pour determiner les 
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coordonnecs .r, y, z des points oil les normalos inenoes par I’origino a 
la surface u = c rcncontrcnl cello memo surface. A cliacune dcs nor- 
males dont il s’agit repond an syslemc particulicr do valours ties va- 
rial)lcs st\ y, g, ct cos valours* substitutes dans hi formula 

^ cosX _ cosjx rosy » 

“ y " - 

font connaitrc los angles X, u, v quo la normalc, prolongee dans 1111 
sons ou dans 11 n aulro, forme avoc les demi-axes dos roordonnees 
positives. Vout-on maintonanL snvoir si la normalc quo Ton eonsidere 
ost un axe do la surface u = e? II sufTirn do enuper la surface par dos 
plans porpendieulaircs acetic normalc et dVxaminor si cliacune des 
eourbes d’intorsoction a un centre silue sur la normalc olio-memo. 
Or* si 1 ’on proud sur la normalc, prolongin' dans un sons ou dans 
Failin', un point silue a la distance k do l’origine, los coord ounces do 
ee point soronl 

A'cosX, l r.osp, k cosv, 

ot le plan mono pcrpondiculaircmonl a la normalc par lo memo point 
sera represen to par I’equalion 

(g) x cos}. -t-J'COS/J -I- 3 cos v~/«. 

Done, on vortu des remarques faites ci-dessus, on aura seulomenl a 
examiner si Ic systeme des equations (7) et (9) so Lrouve a 1 loro par 
ia substitution des differences 

2 A cos \ x, 9. A cosp. — y, a k cosv — 3 

ii la place dcs coordonnecs a;, y, z, et eommo, apres cctto substifu- 
lion, {’equation (9) reprondra sa forme primitive, on dovra simplc- 
menl chcrchor, on ecrivant f(&, y, s) an lieu do it, si {’equation 

(10) /(a/r eos)i — x, 2 k cosp. — /, 2/ cosv — 3)^0 

pout rosulter, quelle quo soil la valour de k, do la combinaison dcs 
equations (7) ct (9). 




Jl est essentiel d’observcr qu’en vnrtu desprinoipes c m labl is dans la 
fiiiziouifi Locon dc Calcul di (Fitch (i el, la f'onmile (0) est ee.IIe qni de- 
termine, pour la surface w = o ou u — c, les valours maxima e(. mi- 
nima de la fonction des coord ounces reprcsenlbe par ,r~ -\~y- 4 - z' 2 
et, par consequent, les valours maxima ou minima du rayon voefeur r, 
Ainsi, lorsqu’une surface courbo a un on plusieurs axes qui passenl, 
par I’origine, il faut quo le. rayon vccteur so dingo suivauL Pun de 
cos axes pour devemr un maximum ou un minimum. (Test, an reste, 
co qu’d elait facile de provoir. 

On appliquera sans pome les prineipes quo nous venous dYxposer 
a la solution des problcmos suivants : 

PnoBLfivR I. — Trouver, s’ily a lieu, le centre H les acres de la surface 
du second degre represenlee par V equation 

(i5) B/ 2 -h Cz--\- il)fz + aE z.v + ?.Vxy + (}.» Hr -I- I - ■ - K. 

— Si la surface (id) a un centre, ct si l’on designo par .r 0 , 
•donnees do cc point, il suftira, pour v transporter Pori- 



CAL CUE DIFFERENTIAL. 249 

« iuR . ( l° Pcmplacor dans Fequalion (r 5 ) x par x 4- y par y -by 0 , 
ol z par 3 h- s 0 . Do plus, l’equation transformec, savoir 

| A -l- By 2 -i- G s 2 -i- aRya -h ?.E zx 4- 2 F.cy 

| -I- a ( A .r u -|- Fy 0 E Zt (!)# 

j “l- 3 ( i* iC o + B,)'o -H 1 ) s u 4 - II )y 

I 4 -a(E.r 0 -h l)y 0 -I- C s 0 -i- I) c 

^ A u By 5 “I - Cs 2 ~H 2 l>y 0 =0 ~l- 2Ex:Q^r 0 -t- a I* ■+" (t^o ■+■ Ilr, •+■ I -o)j 

no devanl point fctro allerco quand on substituora simultancmcnl — a; 
a x , — y {\ y, ol — z \\ z, il faudra quo dans ccttc transformec les 
coefficients do cv,y , s sc reduisent a zero. On aura done 

| A &0 -l- 1 1 y 0 H- E Zq ~ : — • G, 

( r 7) j F« 0 -hDy 0 -Hl)3 0 =— II, 

( i)y 0 4 ~ G s 0 — — 1, 

cl, par suite, 

(DC — I) 2 ) 0 -h (DE — CF)Il -v- (FI) — RE) I 
ABC - J)»A - E*H - A fi C -h a l)EF 

(I)K - GF)G -MCA - e*) II 4 -JEF — Al>)J 
~ ABC - I)* A - E*R - F* C +Tl)lF ' 

(FI) - BE)fl q- (El-’ - AD) II +(AD — F 3 )I 
ADC - I) 5 A - E*B - F*C 4- aJ)15F 

Or les equations (18) fournirontun systemo unique do valours Ixnios 
do a?,,, z 0 , tonics les fois quo la quantile 

(19) ARC — l)*A — E“B — F 2 G 4- a DEL? 

aura line valour difToren to do zero. Done alors la surface (i 5 ) aura 
un centre unique, place a unc distance finio tie Foriginc dcs coor- 
donnees. Si Foil suppose, au conlrairc, 

( 20 ) ARC — I)*A — E a D - F*C 4- aDEF = 0 , 

alors la distance du centre a Foriginc deviendra infinio, on, on d’autros 
lormes, il n’y aura plus do centre, ii moms' que Jo second mombre do 
cliacunc dcs equations (18) no se presente sous la forme y Dans co 

32 
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dernier cas, on trouverait ime infinite do, systemns do valours do .n„, 
r Q , z- 0 propres a verifier Ics formulcs (17), el, par (umscquonU ia sur- 
face (i 5 ) aurait unc infinite do centres. 

Lovsquc Ia surface (r5) a u 11 centre on line infinite tin centres, of 
quei’un d’eux est pris pour origino, ['equation (t5) se, Irouve rainenee 
a la forme 

(1) Am* -t* By 2 -e C.« s 4- a I) ys a- 2 IS zx -1- a F ,vy It. 

Si I’ou suppose d’ailleurs quo les coordonnees y, 5 soienf roodnn- 
gulaires, ces coordonnees verificront l’equatiou (i/})> rtuluiln a ia 
formula 


(at) 


Air + F y -f- Ks __ Fa? -t- Bj* + I)j _ E# -I- Py -|- Cz K 
* B “ / - - -- . -- ,.*> 


foutes les fois quo lo rayon vocleur r, menu tin PovigitK 1 , tui 
point 5), deviendra normal a la surface proposed. On mint 
done alors 

(*-£)*+ Fr+K* = o. 

Va.’ + (ll — Darso, 

Ea; h- D y -f- z = 0 . 

En do cos dcrmercs equations x, y ct 3, on ohtiimdm In 

suivante 


(. 3 ) 


/V /•*) ( B js) ( C ~ £) + * m iv 

*" D * (A - 5) ~ B * ( B ~ £) ~ I 7 ’ (c £ 


o. 




Enfin, si Pon fait, pour abreger, 

(24) K 

1 equation ( 23 ) deviendra 

(25) j(A-*)(B-*)(C-»)-D*(A ~ s ) 

! - E*(B - s) - 1 ?>( C - #) 4- a DEE = o, 
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cL I’on tirera ties formulcs (22) rcnnics a la formula (8) 

| A cos X -1- F cos p. ~\~ E cosv — a cosX, 

(16) < F cos 7 4- R co hfj 4- D cosv = s cos p, 

f E cos?, 4- D cos jj -t- C cosv = .? cosv. 

Les equations ( 25 ) ct (2G) sulfironl pour determiner la longueur 

'-Vt 

tie chaquc rayon vcclciir normal a la surface, et les angles 1 , p., v 
formes par un rayon normal avec los domi-axos des coordonnecs po- 
sitives. 

II osL important tic fixer le nombre des systemes tic valours reellcs 
quo les equations (25) et (26) pouvcnl Pournir pour les inconnnes 
cosA, cosp., cosv ct s. Pour y parvenu*, j’obscrvcrai d’abortl quo I’e- 
quation ( 25 ) rcsulte do l'climination tie eosX, eosp., cosv outre les 
formulas (2G), et quo, pour unc valour reello do s propre a verifier 
liquation ( 25 ), on tire des formulcs {2G) uiie valour unique do 
cliacun ties rapports 

COS p. cosv 

cosX cosT. 

En ofPol, les deux premieres ties formulcs (2G) entrainent lasuivanlc : 

/ COS?) _ COSp _ COSV 

FIJTTe ( jflTT) - J£F _ J) ( A - .9 ) “ ( A — s) (II — s) — F J 
( 27 ) j j 

( ~ ± - S ) (B -S)- F* ] > ' 

Done uno sculo tlroitc, qui peut ctrc prolongce dans tlcux directions 
opposccs, correspond a cliaquc valour rccllc do rinconnuo s. 

II osL encore facile tie s’assurcr quo I’cquation ( 25 ) nc sera point 
alterce, si I’on y romplacc les constantcs 

A, D, G, I), E, F 

par d’autros quantiles 

Jla , ill) , © j (0, rt 
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proprcs a representor les coefficients ties carrcs cl ties doubles pro- 
daits tics coordonnocs dans la formula quo I’on deduit tie liqua- 
tion (i), en subslituant au systemc tie cotfrdonnecs reclangulairos x, 
y, z un autre sysleme tie coordonnocs rcctangulaircs ij, vj, 'C Pour In 
prouver, concevons quo les nouveaux axes ties coordonnocs *q, 
ctant prolonges dans le sens ties coordonnocs positives, formenl avec 
Ic tlemi-axc ties x positives les angles a 0 , a,, a 2 , avec Ie domi-axe 
des y positives les angles ( 3 0 , J 3 ,, ( 3 at et avec Ie tlemi-axc ties s positives 
les angles y„, y 1f On aura (votrlcs Prelimmaircs, page 27) 


(28) 


(29) 


x= ^COS(7 0 -h-/3 cosa,-f- ?cosa 2 > 
y— £cos(3 0 -l- 0 cos{3,-i- £cos(3 2 , 
z — l cos*/o -h -n cos/, - 1 - £ cosy,, 

\ r cosa 0 -\~y cos ( 3 0 -{- xx cosy,,, 
Y)ZZ.ZC0SC',4-/ COS[ 3 |-h 3 cosy,, 
K — X cos -\- y cos | 3 2 + - cosy 2 , 


et, cn subslituant dans Ic premier membre tie liquation (1) les va- 
lours tic x, y, z exprimoes en fonclion tie ?, vj, on obtiendra une 
autre equation tie la forme 


( 3 o) Kbo a + 3 £ 2 -l- 2®/)^+ 2&££ -1- = K. 

On doit rcniarquer, a ce sujel, quin vertu tics rclalions otablios entre 
les deux especes do coordonnees, on aura idontiquomonl, et quellcs 
quo soient les valours tie chacune ties variables yj, 

| A# 3 -}- By 2 •+• C-s 2 4- aDys -1- aEs.zf -+- 2V xy 

j =cJl.^ + ilba 3 H-eC* + 2tE)/)?-t-2i:d -h2 r f^o. 

On pourra done di ffer en tier liquation ( 3 i) par rapport a chacuno 
ties variables yj, £ considoreo commc independante. Ainsi, par 
cxemple, en effectuant une differentiation relative ii et observant 
que l’on a, en vertu des formules (28), 

dx dy „ n- 

di ~ cosao> d\ = C0S(355 ~ol = C 0 S A’ 
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on Irouvcra 

(A jc -h Fy 4 Es) oos« 0 4 (Fa; 4 By 4 Ds) cos(3 0 4 (E# 4 - By 4 Cs) cosy„ 

on, co qui roviont an memo, 

| (Asm- Fy 4E3) cos<y 0 + (Fa + By + l)s) cos( 3 0 4 (E.r 4- I)y 4 Cs) cosy 0 
( 3 a ) 1 = X (x cos a 0 4- y cos ( 3 0 4 5 cos y„ ) 4- 5 ( x cos 7,4 y cos ( 3 , 4 z cos y , ) 

I 4 C(x cosa 2 4y cos|3 2 4 z cosy 2 ). 

On trouvorail, au contraire, on tlifferentia.nl succcssiveinent par 
rapport i\ chacimo dos variables yj el 

( (A a; - 1 - Fy 4 Eo) cos?, 4 (F# 4- By 4 Ds) cos(3,4 (Ea? 4 Dy 4 Ca) cosy! 
(33) j =tf(#cosc' 0 + ycosp 0 4 3cosy 0 )--M , ''(''* ? costf,4ycosp 1 4scosy 1 ) 

I -l-(£)(.-ccosaj4y cos(3 2 4 3cosy. 2 ) 

el 

(Aa? 4- Fy 4 E^) cosccj4- (Fa; 4 By 4 D-s) cos| 3 2 4 (Ed? 4 By 4 Cs) cosy 2 
(3/i ) = £(,» cos c/ Q 4 y cos (3 0 4 scosy 0 ) 4 tO(.-c cos«,4y cos|3,4 z cosy,) 

4 - B(x cos<y 2 4 y cos (3 , 4 z cosy 2 ). 

Les formuios (32), (33) ot (3/|) sont nocessaircmcnt identiques; 
c’est-iwlire qu’cllcs doivont otre vcrificcs pour toutes les valours 
possibles do cc,y, z. On en deduirail facilcmcnt les valours do a., ui>, 
e, (0, t, ,f exprimeos on fonction do A, B, C, T), E, F, el les valours do 
cos dcrnicrcs quantiles on fonction des premieres. Si dans les memos 
fonnules on pose 

a.' = cosX, y = eosp, z — cosy, 

el si Ton fail, pour abregor, 

1 cosa 0 cosX 4 cos(3 0 cosp 4 cosy 0 cosv — cos^, 

(35) 1 cos a, cosX 4 cos (3, cosp.4 cosy, cosv = cosO)L, 

( cosc-'j cosX 4 cos(3 2 cosp . 4 cosy 2 cosv = cos9t>, 

cc qui rcvicnl a designer par on-, at les angles que forme le rayon 
vectcur r avoc les nouveaux axes des coordonnees, on trouvera, en 
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ayantcgard aux equations ( 26 ), 

/ at) COS £4- S COS OIL -h £ COS =5 ,9 COS 0 , 

(36) J cos-t -I- It!' COS OIL 4 - (6 cos DX, =r s cos.'DL, 

( C cos (1 + (0 cos OIL -h © COS Db --= .9 cosSL. 

Le syslemc do cos trois dcrnifcros ost Equivalent a colui tics equa- 
tions ( 26 ). Par consequent, si Ton eliminc cnl.ro les formulas (36) los 
cosinus dcs angles £, 3 )L, at, on devra rotrouver Pequation (25). Or 
{’elimination clont il s’agit produil la formula 


(37) 


j _ C 2 ( lll» — s) — S*(® — .9) -1- 2(0£,f O. 


Done ccile-ci sera equivalence a Pequation (25), ct rournira los 
memos valours do s, soit reclles, soit imaginaircs. Il ost d’aillours 
evident quo, pour obtonir la formulo ( 37 ), il sullira do romplacor 
dans Pequation (a5) los quantiles A, It, C, D, IS, V par los quan- 
tiles x, oil , s, to, £, S. 

Il ost bon do remarquor qu’on arriverait directomont aux for- 
mules (36) ot ( 37 ), si l’on eherehail los rayons vcclours normauxa 
la surface da second dogro on partant do Pequation (3o). 

Lorsqu’on doveloppo Pequation (s5), olio deviont 

( i'-bV + B + C^+OU) + I5 a - P)* 

' } ( = ADC — IPA — E 2 B •— F*C 4- al)15F. 

Pour quo colle-ei no soit pas alteroo par la substitution dos quali- 
ties 0 , (D, c, S aux quanlitEs A, B, C, D, IS, F, il faul quo P 011 ait 


(39) 


X -h i«. + 8=A + 1I -I- C, 

Mo 4- X0 4 - XG — (fi 2 - £ 2 - rf 2 — AD 4- AC 4- DC - D* — 15 s — F», 
XH1.8 - X© 2 - 1 &C 2 - afi ~h 2 (BCf = ADC - AD 2 - BE* - CF 2 4 - a OFF. 


On pourrait verifier directomont cliacuno do cos dornieros equa- 
tions, on y substituant les valours generates do x, a il, e, ( 0 , c, rf ex- 
primees en fonction de A, B, C, D, E, F, et tenant comple des rel-a- 
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tions qui existent entre les cosinus des angles a 0 , p„, 7 ,,; a,, p,» 7 ,; 
a i» Ta* On pouiTait aussi etablir les equations (3p) en prouvant 
que 1 ’on a, quel quo soil s, 

( (A -s)( B — .v)(C — s)- I ) 2 (A — E*(R — s) — lf ! ( C — .?) H- 2 DEI' 

( — (JU — .«)(Dli — .?)(£ — .?)— ©»(*Ao— .v) ~ .«) — ,f 2 (S — s) 4 - 2(0C»f. 


Or, pour y parvenir, il sulTit d’obscrvcr quo, si Ton designe par « 0 , 
b a , c 0 ; a { , b n c { ; a it b, 2 , c\ les coefficients ties variables x , y, z dans 
les equations (32), (33) el (34), on Irouvera pour les valours do cos 
coclficients tiroes dos premiers inenibres 


(40 


«o=A cosa 0 4-F cosp 0 -h Ecosyo* 
«, = A cosa,4- F cos Pi 4- E cosy,, 
«2= A cos« a 4- F cos[3 2 -1- E cosy 2 , 

b 0 ~V coso'o-i- B cos[3 0 -i- 1) cosy,,, 
< />, = Fcosa,4- B cos(3, 4- I) cosy,, 
/>2—F cos a 3 4- B cos Pi H- 0 cosy 4> 

c 0 = 15 cnsa„ + Bcosp„4-C cosy 0 , 
c, ~ E cosa, 4- D cosfi, 4- fi cosy,, 
c . 2 = E cosa, 4- I)cosp s 4- C cosy?, 


ot pour les valours des memos coefficients tiroes dos seconds membres 


(4») 


«o= -A> cosa 0 4-rf coso', 4- & cos« 2 , 
a x — '< f rosa 0 4- \ll> cosa, 4 - CD cosa S) 
cu_~£, cosa a 4 ~ (0 cosa, 4 - © cosa 2 , 

b 0 — JU cosp o 4 - 3 co.s(3,4~£ cos{3 2 , 
bi"ri cosp 0 4-i)l> cos(3, 4 - (0 eos(3 2 , 
b 2 ~t cos(3 a 4- (0 cos|3,4- © cos(3 2 , 

Co ~ <A> cosyo 4- $' cosy, 4- £ cosy a> 
Ci = !r cosy 0 4- all* cosy, 4- tB cosy 2 , 
Ci — £ cosy 0 4- (0 cosy, 4- © cosy 2 . 


Ajoutons quo, si l’on fait, pour abrdgor, 


A ~ 


( 43 ) 


cosa 0 cosp, cosy s — cosa 0 cosp 2 cosy, 4- cosa, cosp 2 cosy 0 
cos«,'cosp 0 cosy 2 -h cosa 2 cos(3 0 cosy, — cosa s cosp, cosy 0 , 
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on eonelura des formulos (4 1 ) c( (4 2 ) 

« 0 ^C 2 — ^2^0 f/j ^0^2 “ 1 “ ^2 Vl f/j /)| Co 

rr (ABC - TP A — E 2 1I — F* C -i- a PEE ) A 
— ( XMbQ — Q 2 <A — £ 2 i)l> - r - G + a (Oi’^A; 

puis, cn rcmpla$ant« 0 , c 2 par « 0 — . 9 cosa 0 , /;, — ^ cos ( 3 , , <? a — .vcosy a , 

f/ 0 — 5COS«o) (&j — s COS (3,) (c 2 — S COS y 2 ) -|- «i^ 2 C 0 -h tf 2 /; 0 C| 

— biC { ( a„ — s cosa 0 ) — c 0 C 2 ( — s cos (3, — a, b 0 ( c 2 — .« cos y 4 ) 

-[(A -*)(B -i)(C — — J)* (A — .9) — E 9 (13 — *)-F a (C -.0 h-«PEF|A 

= [(«iU - 5) (ifl> — s) (G — s) — (D 2 (JL — .v) — £*( 1 B) — .9) — tf 2 (G - * ) -1- 9 (W,fl A. 

En divisant par A la dornibrc formulo, on rctrouvcra evidominoni 
l’equation (4o). 

Bevenons maintenant a l’equalion (a5). Cello equation, elan l du 
troisiomc degre, aura an moins unc racinc reelle, a laquelle eorres- 
pondront deux systemos de valeurs rdollcs do cosX, cosp., cosv, de- 
termines par la formulo (27) et propros ii roprdsonlcr I os cosin us des 
angles qu’uno memo droitc, prolong6c cn deux sons opposes, (ail. 
avoc les demi-axes dos coordonnecs positives. Cola pose, si Con 
prend 

<y 0 =l, (3 0 — P, ”/o — v, 

ou, en d’autres termes, si Ton choisit pour demi-axo des abscisses 
positives, dans Ie nouveau systftmo do coordonnecs, la droitc qui 
forme les angles X, p., v avee les demi-axes des a), y et z positives, on 
trouvera 

(44) COS£=I, COS OIL = 0, COS X) —o; 

et les formulas (36) donnoront 

(/p) <A> = s f C~o, #= 0 . 

Done alors la quantile «tu sera precisemcnt la racinc reelle dont nous 
venous de purler. De plus, en vertu des formulos (45), les 6qua- 
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(ions ( 3 o) et ( 3 ^) dcviendronl rcspcctivemcnt 

( '1 6 ) A ; ' + 1 »> ■(]■ + 0 ? + 2 (D 0? = K, 


(^7 ) (A — S) [lfl« ~ S) (S - S) - ffi 2 ] rr 0. 

I /equal ion (Y|G) n’etant pas allcree quand on y rcmplace cn memo 
(mnps ‘q par — v) ct '( par — il on resulte quo le nouvcl axe ties 
abscisses osL nn axe do la surface representcc par colic equation. 
Quant a liquation ( 4 7 ) , si on la divise par le factcur a. — s , qui 
correspond ii la raoine s = a, clle deviendra 

(/|8) ,«_( 1 «, + c)*+in.© — ©*=0, 

et foiirnira deux nouvcllos racincs reelles comprises dans la forinulc 


m 




■+■ 1D 5 . 


Done l'cqualion ( 25 ), qui no diflere pas do l’cquation (/17), a ses 
Irois racinos reelles. A ces Irois racines correspondent trois droites 
qui sonl aula til d’axes do la surface proposer, ct dont chacunr, pro- 
longing dans un sens 011 dans un autre, forme avec les demi-axes dcs 
eoordonnecs cc, y, z, 011 ?, yj, les angles X, p., v, on an, deter- 
mines par les equations (27) ou ( 35 ). Si l’on suppose toujours quo 
l’uno de ces droites coincide avec l’axe dcs £, on aura, comnic ci- 
dessus, & == o, $ == 0, et la premiere des equations ( 36 ) donnora 


(50) (5 — JU) COS (1=0. 

De plus, comine liquation ( 5 o) devra etre verifiec, non seulement 
pour la droilo corrospondantc ii la racine 5 = mais encore pour les 
deux aulrcs droites, on aura necessairemcnt, pour chacune de ces 
dernibres, 

( 5 1) cos4l = o, 

a moins que I'equation (47) n’admettc des racines bgalcs. Done, si 

OEuvrcs de C . — S. II, t. V, 
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Pon cxccple co cas particular, la droito correspondanlo h la racine 
s = sera perpendiculaire aux deux autrcs, ot, coramo dans 1 equa- 
tion (5o) on pout prendre pour x 1’une quclconque dcs trois racines 
rcelles do Fequation (a5), nous sommes on droit do ooneluro quo Ics 
trois axes do la surface du second degre so couperont a angles droits. 
On pourra done fairc coi'ncidcr les nouveaux axes dcs coordonnoos 
avec les trois axes do la surface. Alors les equations (36) devront etre 
verificcs quand on reduira Fun quclconque des angles £, OIL, at. a 

zero et les deux autrcs a -> d’oii il resulte : i° quo Ics trois racines 

2 

dc Fequation (25) seron l egales aux cocfFicients dosignes par x, hi,, g ; 
2° quo les coefficients ©, £, $ s’evanouiront. On aura done a la fois 

(52) (B = o, C — o, $=o, 
et la formulo (46) deviendra 

(53) 

Quant a Fequation (37), olio se trouvora reduite ii 

(54) (A - s) (ift> — s) (e~.?) = o, 

et sera cffectivcment satisfaitc si Foil egalo s a Funo des trois quan- 
tiles x, ui, g. 

II cst facile dc s’ assurer dircctcmcnt quo Fequation (53) represente 
une surface du second degre rapporlco ii ses axes, c’osl-a-dire uno 
surface don l trois axes coincident avec les axes coordonnes. En cflbt, 
pour demontrer celto assertion, il suffit d’obsorvcr quo Fequation 
dont il s’agit n’est pas alteree quand on y rcmplacc \ par — yj par 
— yj et ‘C par — 'C, et quo, par suite, loutc section faito par un plan 
perpendiculaire a Fun des axes coordonnes cst une courbc qui a pour 
centre un point do cct axe. 

Nous avons etaldi la formulo (53) on supposant i negates Ics trois 
racines do Fequation (20). Si eelte equation adinettait deux racines 
egales et une troisieme racine distincte dcs deux premieres, on pour- 
rait concevoir quo cette troisieme racine coincide avec la racino X dc 
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i equation ( 47 )* Alors, Ja formulc (49) devant fournir deux valours 
email's do on aurait nocessairemcnt 



ol par suite 

(55) CO — o, in, — ©. 

Done les formulcs (46) cl ( 47 ) dcviendraienl respectivement 

( 50) ^74-ill,(V-H? 2 )=K, 

(57) (Ao — s) (\ti> ■— ^) — o. 

l/equation ( 56 ) osl encore cello d’unc surface dont Irois axes coin- 
cident avec les axes dcs coordonnees. II est essentic! d’ajouter quo, 
dans le cas present, les axes dcs coordonnees yj oL '( pourront elro 
deux axes quclconqucs perpendiculaires a l’axe des d’ou il resulle 
(jiie la surface du second degre aura 1111c infinite d’axes, dont fun 
sera 1’axo des £ correspondent a la racine A dc l’equation (07), tandis 
quo les autres, perpendiculaires a l’axe des correspondront tous a 
la valour i«> do l'inconnucf. O11 arriverait aux memos conclusions on 
chercliant a determiner par le moycn des formulcs ( 3 G) les valours 
do 4% oil, ol corrcspondantes a la racine s — aft. En cflot, si Ton pose, 
dans oes formulcs, 

, co = 0 , £ = o, ff~ o, .?=«!, = s, 

la premiere sera reduile ii 

(58) Hb)cos4: — 0 , 

on, plus simplcment, ii 

(5 9 ) cose— O, 

ct les deux dcrnicrcs deviendronl identiques, e’est-a-dire qu’elles so 
IrouvcronL veriAces pour toutes les valours possibles des angles 4% 
OIL, OL. Done le premier dc ces angles, determine par 1 equation (59), 
sera un angle droit. Mais les deux autres resteront indetermines. 



260 


APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 

Pour passer du cas quo nous venons d’cxaminor a cclui dans lequel 
on suppose Ics trois racincs do Pequation (a5) egalcs ontrc olios, il 
suffil de fairc 

(60) oJl. — clU, 

Alors Pequation (5G) dovient 

(61) MP+n* + ?)-&• 

Dans la memo hypolhese, la forinule (58), so Lrouvaul vorilido, quel 
quo soit£, n’cntraine plus Inequation (5 q), et los trois angles oil, X 
restent indetcrmincs. Done line droito quolconque mondo par Pori- 
gine pout alors etre eonsidcreo commo un axe do la surface, La memo 
conclusion se dedui t de Pequation ( 6 r ), car cotie 6 <[ualioii represent ' 1 
evidemment uno surface spheriquo quo Pon pout rogarddr oommo 
ayant pour axe un quclconquc dc scs diamotres. Do plus, oommo la 
surface spherique dont ii s’agil devra etre encore roprdsentdo par 
Pequation (i), il faudra quo colle-ci coincide avec la forinule 

(62) i- 5 a ) = lt, 

quePondeduit iinmddiatemciU dc Pequation (Gi) coinhinoc avec la 
suivantc : 

(63 ) ? 4- -a 2 4- ? 2 = /•* = 4- y' 4- A 

Or Ies formules (i) et ( 62 ) no pcuvonl coincider qu’aulnnl quo los 
coefficients A, B, C sont egaux ii la quantile ^ ot los coefficients 1), 
E, F a zero. Done lo cas oil les trois racincs do Pequation (a5) do- 
viennent egalcs cst celui dans lequel on a sinuiUanemonl 

(64) A=B = C, J) = E = F=ro. 

Il scrait facile de prouver directemont quo, si Pequation (u5) a 
toutes ses racincs egalcs, los conditions ( 64 ) soronl verifides. En 
effet, si Pon rcmplaco, dans Pequation (25), 4 ’ par 
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on obliendra line autre equation do la forme 
(65) s’ — ps + t/ = o, 

la valour do p otant 

= + I)!+E1+ [; , 


on, (50 qui rcvicnt au memo, 


( 00 ) 


(A — (A — C) 2 -i- (B — C ) 2 
G 


+ ])*•+• E*+ F-. 


Cola pose, admctlons quo les trois racinos de l’cqualion (23) de- 
vionnent egalcs. Cellos de liquation (65) devront toutes s’evanouir. 
On aura done p — o , <7 = o, ot par suite 


(67) 


(A~in*-MA-C) 2 +(H~6)* 

"6 


+ |)>+E 4 +F J =o. 


Or colic derniore I'ormulo entraine evidemmenl les conditions (64 ). 

Lorsque les quantiles A, B, C, D, E, F verificnt Inequation (20), la 
surface (1) a line infinite do centres, et Foquation (a5) on (38) a au 
mo i 11 s line racino egale a zero. Si Don fait co'in cider cctte racine aver 
colic quo nous avons designee par jl, la formula. (53) deviendra 

(68) all* y) 2 -i- ©C 2 — I(, 

et representcra un cylindre dont la generatriee sera parallele a 1’axe 
dcs 5. Si deux racinos de Foquation (25) devenaiont egales a zero, 
alors, on faisant eomcider ecs racinos avoc la valour ub de s qui verilie 
Foquation (57), on reduirail la formulo (56) a la suivante 

(69) JLf=IC, 

do laquellc on tiroraitlos deux equations 



(7 J ) 


26 2 
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pro pres a representor deux plans pcrpcncliculaires li Faxc dos 5. II 
Cbt inutile de cliorchcr ce qui arriveraitsi Fequalion (»5) avail trois 
racincs nullos : ear cola no pout arriver, a moins quo les quantiles 
A, II, C, D, E, F no s’evanouissent simullanenienl dans FeqmUion (0, 
c’osl-a-dirc a moins quo 'cello equation no cosso de renfernier les 
coord ounces#, y, s. 

Les formules (56), ( 6 i), ( 68 ) ct ( 69 ) etant comprises coniine eas 
particulier dans Pcquation (53), il suit cvidemmcnldc ce qui precede 
que Fequalion, en coordonnecs reclangulaircs, do loute surface du 
second degre qui a un centre on lino infinite do centres, pout (Hro 
ramcnee a la forme (53). Ajoutons que les coefficients rep res on les 
par x, ui», e dans la formulo (53), ou, ce qui revient an memo, les 
racincs de {’equation (54), scront les trois valours dc 

v _ K 

corrospondantes aux points d’intersoclion do la surface aveo les non- 
veaux axes dos coordonneos. Cost ce quo Fon pout aussi demon trer 
dircctement, car si Fon chcrcho, par excmplo, lo point d’inlorseelion 
dc la surface avec Faxc des il faudra poser yj = o, ( = o, el Fon 
lircra on consequence dcs formules (53) ct (63) 

«* =,J =5 0,1 

Il est d’ai Hours evident quo cotlc dorni&ro equation fournira pour lo 

rayon vectcur r une valeur recIJo si 1 c rapport' ~ cst uno quantile 

positive, ctunc valour imaginairc si co rapport deviant negalif. Dans 
le premier cas, la valour reello de /• sera la moitio do la distance com- 
prise e ntre les deux points ou la surface rcncontrora Faxc dcs c’ost- 
a-dire, on d’autres tormes, la moitio d’un axo reel do la surface pro- 
posee. Dans 1c second cas, Faxe dcs sans cesser d’etre un axo dc la 
surface, cessera de la ronconlrer. 
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Soicnt maintenant a' 1 , If > c- les valours numeriqucs ties Irois rap- 

, K IC K , 

ports — » -jjr> on sorto qu on ait 


( 7 2 ) 


— H* 


a‘. 


K 

Ub 




a, b , c designant tics quanliles positives. Si Ton rcmplacc Ins lottrcs 
cj, vp 'C par les Ictlrcs x , j, s, la formnlo (53), divisee par IC, doviondra 


(73) 


r 1 -/ 2 „2 
-H £. -h -I- - , 

— C1 1 — yi — c i — 


Cotlc dcrnierc comprond liuit aulros formulos, savoir : i" Foquation 

/ /s J 2 33 

(74) a t b l H- 6 .i 


qui ropresente un ellipsoido dont les Irois axes sont 2 a, 2 b, ac; 
2 0 les Irois equations 


( 75 ) 

■* 2 y 3 

a* " h If 

( 7 6 ) 

x 3 y 2 

\ ~(f ~ if 

( 77 ) 

.r 8 y 2 


dont cliacunc ropresente un liyporbolo'ide a line nappe ( voir la I'or- 
mule (io3) do la qualorssiimo Logon | ; 3° les Irois equations 


(78) 

( 79 ) 
(So) 



dont chacune ropresente un hyperboloulc a deux nappes [tawTequa- 
tion (ra/j) de la quatorziemc Logon]; l\° liquation 
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qui ne represent rien, attendu qu’on no pout y salistaire par firs va- 
lours reelles tics coordonnoos, Si deux ties Irois quantiles 4 ., iH., G de- 
viennenl cgales cnlrc olios, Ics ellipso'idos (Mi It's hyperboloides ri- 
dossus mentionnes scronl do revolution. Si Ton suppose P :i. = ns> --- G, 
la tonnulc (73) so reduira cvidcmmont, soil a rt»tj nation 

(8-2) .r s -|-/ 2 -(- z'~ a-, 

qiii reprcsento lino sphere; soil a liquation 

(83) ^ + /+52=r-ff s , 


qui ne reprcsento rien. Enfin, si uno ou deux d<*s <| unn ti Ids -i,, 'll)., c 
s’ovanouisscnt, uno ou deux des quantiles a, b, odeviendronl inlinies, 
of. Ia formule (73) cessera do rcufcrincr les Irois coordonnoos ,r f t y, s. 
Ainsi, par cxemple, on supposanl s = o, on aura r=---:co; el la Por- 
imilo (73), reduite ii 


rcnfermcra ; i° liquation 
( 83 ) 


a 2 



qui represcnle un cylindre cllipliquc donl la general rit'.o cat parnllole 
a I’axc des 5 ; a° les deux equations 


( 86 ) 


^ .i 2 

a- 1? ~~ l > 


(87) 






donl chacunc reprcsento un cylindre liyperboltque, ayant encore pour 
gen era trice une droitc parallcle a I’axc des .s; 3 “ I’bqualion 


( 88 ) 


^ j a _ 
rt 2 ~ !? ~ l > 


qui ne represents rien. Si l’on cgalail a zero deux des quantiles 
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M'u €, si I'on supposait, par exemple, in> =. o, 0 = 0, alors on aurail 
b = ao, c = x; el, par su i to* la formula (73), reduito a 


189) 

eomprendrail lYujualion 

( 9 °) 





■» ,4 =« S > 


<jui represenle doux plans porpciuUculaircs a l’axe ties o’, el liquation 


( 9 *) -r -~~n\ 

<jui no rop re sente ricn. 

I.e cas oil lo second membro do la fonuule ( 1 ) s’ovanouil monlc 
uno alien Lion purlieu I ie re, Dans co cas, (‘equation (33) so rodnila 

( 9a ) A, £ -1~ 1«> 0 2 -I- 8 t r 0 . 

Si, do plus, on dosigno par a~, /A c' 1 les valours niimertques ties 
rapports on sorlo qu’on ail 


( 9 : *) 






H ~ 6,5 


a, b, c designanl trois qua nlitos positives, ot si Ton rcmplaco oncorc 
i os lcllrcs \ y yj , '(, par les Ictlrcs j?, j>', la formulc (911) deviondra 


(» 4 ) 



0. 


(Idle dornioro comprond quatro nulros formulos; savoir : i° l’equa- 
lion 


( 9 - r )) 



qui roprosente 1'origine dcs coordonnoos, atlendu qu’on no poul v 
salisfairo qu’on posanl h la fois x = o, y = o, 5 = o; 2° les Irnis 

OKttvrcs de C . — S. II, t.V, 3/i 


,r- 

V s 

0 s 

a i 

+ 1? 

— ~T> 

c- 

.<■* 

1 

r* 


+ ? 

— b*’ 

y" 

> 

■x- 

b 1 

c- 

~ cC l 5 

un 

cone 

it base 


2GG APPLICATIONS DU CALCUL INFINITES IM I. 
Aquations 

(96) 

(97) 

( 98 ) 


sonimct Forigine, ct pour axo 1’un ties axes coordonnes. SI 
quantiles A., iR>, g devenaient cgales, l’tin des trois cones 
utre considers commc ayanl pour base un ccrcle trace dans 
perpendiculaire a 1’axe. Si Ton supposait A, = nb = 2 , alo 
chacun des trois cones,, la base serait circulairo, el deux g* 6 111 
opposecs, comprises dans un memo plan passant par l*ax.e» 
perpondiculaires entre olios. finfin, si un ou deux des cocffic 
iH>, G so red ui salon t a zero, lino ou deux des quantiles 
viendraient infinies, ot la Formule (94) cessorait do rcnfci 
trois coordonnees x, y, 5 . Ainsi, par cxcmple, on supposn.nl 
on Irouvcrait c = cc; cl la formule (p4), red into a 


(99) = 
renfennerait : i n l’equalion 

(100) 


r* 

ii = 0 ' 


,r X' „ 
a i ~~ 


b 4 


qui represente i’axc des attendu qu'on no pout y satisfair 
supposant a la fois x — o,y = o; 2 0 i’equalion 


(IOI) 


.V y- 
a 1 V ~ °’ 


qui se decompose dans les deux suivantos 


X V 

Ht =0, 

a 0 


cc y 

a b 


cl represente, on consequence, deux plans passant par l’axe clc 
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i' , A , •. 

Ion supposed. on memo temps ii!> — o ei s = o, on aurait t> = ac, 
f - - co, (*l Isi formula reduite a 

fio'O .r 2 --o, 


represenlerail lo plan memo dos y, 

II esl essential d’ol)servcr quo la method o par laqucllc on rod nil 
!’<*<[ uali on (i) a la fonmile (53) est tndopendanle do la valour 
ntlrilmoe a la quantile K, el qu’en conseq nonce les axes de la sur- 
faoo(i) no changeronl, pas do direction si Foil fail varicr la quanlite K 
sans changer les valours dcs coefficients A, B, C, 1), \l, F. Ccla pose, 
eoneiivons quo, /• dosignanl une quantile positive, on pronno succes- 
sivomonl 

K ~ t , K -= — />, K -- o. 


A la place, do liquation (i), on obtiondra les trois suivanles : 

( [ oil ) A.e ? -|- Bj‘- -I Cs* -H a l>/= -H a E zx -I- a Vxy - /,, 

( r o', ) A ,r 2 - 1- Hr* -i- C z ' 1 -h a \)yz ~h 2 E sx -h 2 Fay i= - k, 

(i of,) A.t ' 2 -I- By 1 -I- C^-i-aD/v + aEs^ + aF^z-o, 


( |,,i roprdsenleronl truis surfaces donl les axes seront les memos, ot 
( jui poummt elre convertics, par la molhodo indiquoe, en trois autres 
equations de la lormo 


( !(>()) 

-h Vi»'0 ? 4- S? 2 ’- 

("> 7 > 

M'-i- im s -»-©?* = 

{ 1I)H) 

Aojp + lM*-t- S? 1 -- 


Or, (in raisounanl comine ci-dossus, on s’assurcra (acilement quo 
rdquation (roB) est propre a representor : i° un-point unique, savmr, 
Fnrigine, dans lo cas oil m>, a son! dcs quantiles dc memo signe 
el, di He rentes do zero; ^ un cone du second degre, dans lc casou d, 
o rueoivont des valours differentes de zero, mais de signes divers; 
;j« uno droite, savoir, 1’un des axes eoordonnes, lorsque deux des 
uoefficienls ^ *, 0 soul des quanlites de memo signe, le troisieme 
A (suit nul ; 4° deux plans passant par Fun des axes coordonnes, lorsque 
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deux des coefficients donl il s’agit soul do, signos oonlraires, lo Iroi- 
siomo etant mil; 5 " un ties plans coordonnds, dans lo eas on deux dos 
quantiles a., u!., a s’dvanouissonl. Do plus, on roconnailra sans peine 
quo les equations (10O) ot (107) roprdsenlonl, dans It' premier oas, 
mi ollipsoido e( 11110 surface, imaginaire; dans lo second oas, deux 
Jnporboloules donl I’un so composo d’uno seulo nappe, landis <j 110 
I’au Ire oIFre deux nappes dislincles; dans lo troisiomo oas, unoylindro 
elliptiquo et un cylindro imaginaire; dans lc qualridmn oas, deux 
oyliiulrcs hypcrboliquos; onfin, dans lo cinquie.me cas, deux plans el, 
line surface imaginaire. Ajoutons quo, dans le second eas el dans 
lc quatriemc, les irois surfaces represen Ides par les equations ( io 3 ), 
(io.'i), ('100') s’approchonl indefiniment l’lino do l’anlre a mesiire 
(pie 1 ’qii s’dloigne de l’origino dos coordonndos. II rdsullo, en olfol, 
do la remarque faite dans la trei/demo Logon (page at •a'), quo, si par 
I’origino on inene un plan quelconque, Ios droiles d’inlersoelion de 
00 plan avec la surface (100) scronllos asymptotes des eourbos sui- 
vant Iosquelles il coupcra les surfaces (ro 3 ) ot (io'j ). 

Nous avons prouve qu’il sulfisail do transformer los coordonndos 
reclangulaires x t y, z de Tdquation (1) en d’aulres coordonndos <*, yp '( 
rectangulaircs ellcs-mdinos ot relatives a do nouvoaux axes oonvena- 
hlcmenl choisis, pour roduirc, dans tons Ios cas possibles, I’dqua- 
Lion(i) iila formule ( 53 ). La transformation do coordonndos donl il 
ost ici question s’operc a l’aido do ccrtaincs valours paiTiculidros 
attributes dans les formules (28) aux angles a„, (3 0 , y„; a M (3,,-,; 

?2» y 9 » cl en YOrlu desquelles le polyndme 

A X’ H- -+- C z- 4- 2 J)j 3 -1- 2 12 zx -f- 2 F.ry 

devient idcntiqucincnt cgal au Irinomo 

»« 

JU$* -1- alhvp-t- SC 2 . 

Or il est clair que la mcme transformatio/i changera la fonction Ji- 
neairc et homogene dc x, y, z, represented par la somme 

Go; -1- Hj' \z, 
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on nno fonotion lincairc el liomogono ties E, yr e'esl-a-dire cn un 
Irina tm 1 do la forme 

(jZ + Mr,. I- a?, 

(/, , 7 C, 7 dcsignanl do, nonvollos oonslanlos, el quo par suite olio re- 
duira l’o«| ual ion c’csl-a-dire 1 'equation go lie rale ties surfaces cl u 
second degre, a la fornuilo 

(109) «A>£ 2 -i- H1,Y1 2 -l- £ v -I- -h . 1 C fl H- H - K. 


Do plus, la dornioro des equations ( I9) donnera 

(no) = ABC - Al) # - BE 2 - CF 1 + ;» REF. 

Cola pose, si (’expression (rq) a uno valour dificronle do zero, on 
pourra on dire aulaiit dti prod 11 it Rail.©. Done alora aucun dos coeffi- 
cients A,, ill,, © no u’ovaiiouira. S 3 , dans la memo livpolho.se, on proud 


(in) 


• r u 


(1 nc _ a 

* r ° "“a in,’ 


Ic point U' 0 , y l( , 5 ft )scrn evidmmnonl un centre do La surface. Car il 
suffira do transporter l’origino a co point, et do remplacer on con- 
sequence 5 . vp '( pai* vj-t-.v#, C - l - c«, pour radii ire Tcqua- 

( ion (tor) a la lormulc 

( 1 1 a ) A, 4 s 4 -»ll,-fl ! -l-©C 2 ~K:-(^.r 2 -!-il!»/S-h -©52 3 C/ ft \-As 0 ). 

On pout roniarqucr d’aillotirs quo ('equation (115) esl somhlahlo pour 
la forme ii liquation (j 3 ). 

Concovons mainlenanl qn’un soul dos coefficients el., nfii, £ s'eva- 
nouissc, et quo Foil ait, par cxemple, © = o. Alors, la valour dtt 

rapport -*■$ dcvcnanl iniinic,.ou inclelorininoo, la surface (lOQ)n’aura 

plus dc centre, ou on aura uue infinite, suivant quo la quantile a sera 
011 nc sera pas egalc ii zero. Dans la memo hypolhese, si Fun fait 


(n3) 


JL 

•iJU* 


K - - lll> y □ - ({** -3C.ro 


j 0 


2 lib 
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il suflira tie transporter Porcine an point (>„, y 0 , s a ) pour rameuor 
1 ’equation (109) li la forme 


( 1 1 4 ) dUS* -Mfo /)*■+• At —O. 

On conclura do eelle-ei quo la surface propose© a pour axe I’axe ties t. 
Solent main tenant fl a f b* les valours numcriques- el - la valour 


dii produil ~ a ~» on sorte qn’on ait 


(n5; 




.ha* 1 r 

a“ ” " c 5 ” 'V 


ot supposons quo I’on rcniplaccles lellroslj, vj, '( paries lotlres c, 
la fomuilc ( 1 1 4 ) deviondra 


( 11 G) 


.c* r- 25 

c 


<q ronfcrmcra : i° 1’cquation 


(»»7) 


,r 



•> c 


{jui represent© un paraboloid© elliptiquo | roir la formula (at)) de la 
qualorzicmc Leqonjj a 0 liquation 


ni 8 ) 



zz 



qui represent© un paraboloidc hyperholiquo | roir la formule (G8) tie 
la qualorziemo Lcqon]. Si Ton avail = hi., on trmivornil, par suite, 
a~b, et Pequation (n/|)ou (117) reprfisontorait 1111 paraboloid© tit! 
revolution. Enlin, si Pon supposait A = o, on Irouvorait c - ■ co, et 
l’cquation (116) coincidcrait avee la fomiiile’(t)t)). 

Conccvons encore quo, dans Pequation (109), deux ties ooolli- 
cienls «1», u'.», e s’evaiiouissent, ct quo Ton ait, par oxemplo, ill. — ■ o, 
© = o. Alors, si Pon suppose toujours la valcur de determine© 
par la premiere des equations (11 1), ct si, de plus, 011 design© pai\y„ 
ots„ deux valeurs do yj ct de '( propros a verifier la formule 

( I! 9) A v 0 = K — aA>j?p — 
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il sudira do transporter I’origino an point (a' a , y Q , 3 0 ) pour roduiro 
Pequalion (109) a 

I no) rAo? 2 -h = 

Lorsqu’on a a = 0 ol quo, dans la fnrmulc (no), on romplaco los 
lollros i;, 7) par los lollros x, y, cello formula so reduit a 

(ni) A>.r 2 -f- 3Cy = 0 . 

Hollo dernioro rcprosnnle ovidoinmonl un oylindro qui a pour base 
ntio parnbolo comprise dans le plan dos ,r, y, ol pour goncratrieo 11110 
droile purallolo a l’axo dos Kilo roprdsonlorait lo plan dos y, s si 
Ton avail X — 0, Ajoulons quo, dans lo ons memo oil ,7 n’csl pas mil, 
on pout transformer Pequalion (120) do nianibro qiPello dovionno 
somblalilo ii Pequalion (121). Pour v parvonir, il sulTil do rein placer 
la lellro £ par la lellro or, ol do poser 


(l'V. 4 ) 


•'T Cr^-l- 4 L; 


00 qui rovionl a prendre pour axo des y 11110 droito porpondicuiairc ii 
l’axo dos l ol meneo par l’origino do man i ore ii former avoc los demi- 
axos dos ■< r] (‘l dos '( positives deux angles dent los cosi 11 us soiont rcs- 
peetivemont 

rre a 

V^IC^-TrV ’ y/ac* -y- A* 


En ofl’ol, si 1 ’on nomine 6 0 , £ 2 los trois angles formes par la droito 

clout il s’agit avoo los dond-axes dcs £, vj el£, prolonges dans lo sons 
dos coo rd 011 no os positives, on aura 


cos 


cos6, 


nc 


\/.7C' j -1- ,V 


cosS,— — 


\/jc 2 -i- a* 


et Pequalion 


y — £ cos6 0 •+- 0 cos 6, -+- £ cos£ 2 


sc reduira evidemment ii la formulc (122), on vcrlu do laqucllo 



m APPLICATIONS J)U CALCUL IN I'M NIT 10 SIM A L. 

{’equation (120) dcviendra 

(ra3) {X- 4 - -3 s ) 2 / ■ a. 


Celle-oi est scmblahlo a {’equation U21) el represenlo do memo tin 
eylindrc a base parabolique. 

Si, (fans ies calcufs qui precedent, on oebango outre onx les axes 
des coovdonnocs, on ohliendra sucecssivemon I, (onlos Ies Pommies 
qui se trouvcnl comprises commc cas parliouliors (fans liqua- 
tion ( 109). 

ho resume, Ton voit quo les surfaces oourbes qui peuvont etre 
veprcscutees par cette equation so reduisonl a la surface do In 


sphere, a cellos do I’ellipsoicle, do I’byperbololdo it tine on deux 
nappes, du paraboloido do revolution, dit paralioioido eiiiptique n\t 
hypei'boUquc, du cone ii base oirculaire ou ollipliquc, euliii du 
cvlindre droit qui a pour base tin cerele, une ellipse, line purabole 
ou une hyperbole. De plus, if arrive quolqiiofois quo I'equation ( 109) 
teprescnle tin ou deux plans, une ou deux droites, on tin point 
unique, ou memo qu’efie no represenle rien. II est bon d’obsmmr 
((ue, dans le cas oil Te(|tiatiou (109) represente une surface eylin- 
drique, les droites quo I’on pent considerer eommo axes de eelte 


surlace sent cn nombro infini. Kn ofTot , on vertu dos deli nit ions 
01-dessus adoptees, on pent appcler axe </’ une surface cvlindra/ar 
a base eJliptirjuc on hype.rholiqne, non sen fern cut In tlmilo qn’ou 
nomine ordinairement axe du cylindrc, el qui rcnfbrmo les con Ires 
dcs ellipses ou hyperboles donl Ies plans sont perpendieulaires mix ’ 
generatrices, inais encore les axes de ees memos oourbes, nilendti 
< f U>Un I )lan P^pondiculairc a 1’un de ees axes coupe ton jours la sur- 
face cyli nd tuque stuvant deux generatrices egalemenl dislaiUes du 
|)»u,t ou .1 rencontre cct axe. I)e memo, si Ton coupe un cylinder, 
paraboltqtio par dcs plans perpendieulaires aux generatrices, las 
axes dcs d* versos parabolas qui scronl les courbes d’inlorsootion 
pourront etre consideres commc autant d'axes do la surface du 
cylmdre dont il s’agit. Dans le oylindro droit a base ciroulairc 
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tous les rayons ties ccrclcs compris clans des plans parallels nu plan 
do la base sont des axes de la surface. 

II no sera pas inutile de rcmarqucr quo les surfaces represents 
par les equations ( 53 ) et (109) onl lours axes parallels, ot quo par 
suite on pout on dire autant des surfaces reprcsentees par les equa- 
tions (r) et (i 5 ). 

Pnom.KMO II. — T roitver, s’ i l y a lieu , le centre de la courbe du second 
degre representee par le systeme des deux equations 

( A x- 4- By 2 4- Gs s + aI )/5 -0 2E zx +■ aFa;y = K, 

< t > , . 

( X COS A -I- V CO S p. - COS v = A . 

Solution. — Soicnt x 0 , y 0 , g 0 les coordonneos du centre de !a 
courbe. Si l’on transpose l’originc a ce centre on remplaganl x>y, z 
par a ; -4- # 0 , y 4-y 0 » -s •+■ ics formulos (124) deviendroni 

I A a? 2 - 1 - By 2 4 - C5 2 h- zbyz 4- 2Esa;4- « P xy 
a5) ' -1- 2[(A.r 0 H- Fy 0 4 - Ec 0 )^c 4- (I<\r 0 4 - By 0 4 - Ds 0 )y 4 - (E^o + Dyv-h G 5 0 )j] 

f = It - ( A®S 4- lift h~ 4- 2l)y 0 =o-H aEs 0 ^o + aF^oyo). 

■aG ) x cos a - 1 - y cosp. -1- z cos v — k — (x 0 cos A 4 - y 0 cosp 4- so cos v ); 

ot lo systeme de cos deux dernieres no devra pas ctre altcro quand on 
y romplaccra x par — x, y par — y et - par — 5. Or cotte condition 
sera remplic si l’on suppose 

(127) x 0 cos A 4- y 0 cos p 4- -0 cos v = h , 

ot 

A 4- Fjo E-o _ F^o- 4 By 0 u-Dso _ E^q+ D/q+ . 

(ia8) cosp cosv 

Alors, on eflet,' liquation (126) sera reduite h la formule 
aicosA4-ycosp-hscosv;=:o, 

qui n’est pas altereo par le changemenl de signe des coordonnees 

ORuvres de C. — S. H, t. V. 
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x, y, z, et de IaquelJe on tire, on la combinanl avoc la formula (128), 

(129) (A#o-b Fy 0 -b E~o).r -b (F.2? 0 ~b Byo ~b H s 0 )y + (E.2'0 -(- Dyo _ l _ Cl ” 0 ) z o. 


Do plus, si Ton a egard a Tequation (129), la formule ( t a 5 ) deviendra 


(i3o) 


A.r 2 -b B y 2 -b C 5 a -(- 2 By 5 -b 2 Esa? -b zFxy 
= K — (A a?* + By* +• c -o ■+■ aUy 0 5 0 + aEso^o-l- aLto/o). 


ot remplira encore la condition prcscrite. Los formulns (127) ot (128) 
suffiscntpourdeterminerles coordonnccs# 0 , y 0 , z 0 du centre ehcrehe. 
La premiere exprime quo co meme centre cst compris dans lo plan 
represents par Tequation (126), e’est-a-dire dans lo plan de la cmirbe 
donnee. D’autrc part, comme, pour obtcnirlo point oil la surface (1) 
ost rencontree par le rayon vcctcur mono do Torigmo au centre dent 
il s’agit, il faut assujottir les coordonnees x, y, s de la surface (r) a 
Tequation 

(.so 4 = 4 = 4, 

*0 Jo -"0 

ot que les formulas (128) ot (r 3 i) ontrainont Tequation (98) de la 
Logon precedence, savoir 


(182) Aa?-h Fy + Es __ Fa; -b By -b f)j __ E.c -b l)y -b Gc 
cos?v cosp cosv ' 

on peut affirmcr que le point de rencontre sera precisemonl le point 
de contact de Tellipsoidc avec nn plan tangent parallele au plan de 
la courhe. 

On resout facilcment les equations (127) cl (128) on operant 
comme il suit. Si Ton designe par / la valour commune des trois 
fractions comprises dans la formule (128), on aura 

[ Aa? 0 -b Fy 0 + K^u — ; cos A, 

(l33) < Firo4-Byo + Dj 0 =(cos//, 

( E^o-b ])y 0 + C-s 0 = 4 cosy. 

Ces demises equations, etant scmblables aux formulos (r 7 ), so 
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rosoudront do hi memo mail i ore et donneront pour cr n , y 0 , des 
valours egalcs a cellos quo fburnisscnl Ios equations (j 8) quand on 
romplace dans Ins seconds inombros les quantiles G-, 11, I par Ios 
produils — l cos A, — /cosp., — /cosv. On aura done 

(HO — I) 1 ) cos) 4- (1)E — OF) cosp. 4 - (FI) - PE) cosv 
A PC - IP A — E 2 B — F 1 0 4- 2 DEF l ’ 

(I)E — Cl'’) cos), -h- (CA — E 2 ) cosp 4- (EF — AD) cosv 
- v -jj£^- ])a A _ jjj., d_i«g + 9 J)EF l * 

(FI) - III!;) cos) -I- (EF - AD) cosp 4- (AD - F 2 ) cosv , 

AliC — l) 2 A — E 2 1) — F 2 0-1-2 1) ISF L 

Si Ton subsLi tun les valours prccedonlos do a? u1 y a , z 0 dans I’equa- 
tion (127) el si 1’on (’ait, pour abreger, 

/ P - (BG — J)*) cos 8 ) 4- (CA — E a ) cos*p 
( 1 35 ) ] 4- (All — F # ) cos 1 v -h 2 (EF — AD) cosp cosv 

( -I- 2 (FI) — HE) cosv cos) 4- 2 ( I)E — CF) cos) cosp, 

on Irouvora 

, ABC — D*A — fi s fi — F J G -f- a DEF , 

(i3(>) L - p A > 

el, par suite, on Lirora dcs equations (i3/j) 

I (BG — I) 2 ) cos) 4- (J)E — GF) cosp. 4 - ( FI) — BE) cosv 

p *» 

, , I ( BE — GF) cos) 4 - (GA — E 2 ) eosp 4 - (EF — AD) cosv , 

( , 37 ) / j 0 = - — — — p * ’ 

(FI) — BE) cos) - 1 - (EF — Al>) cosp. 4 - ( AB — F a ) cos v 
3 ° - P" 

Cellcs-ci fournironlun systeme unique do valours finies dc cv 0 ,y 0l s u , 
lorsque la quantile V no sera pas nulle. Done alors la courbe proposoe 
aura un centre unique. Ce centre sera I’originc olle-mcmc, si la quan- 
tile k s’ovanouil. 

Si la quantile P se reduisait a zero, les valours de x 0 ,y a , s D devien- 
draient infinics ou indetermineos. Dans 1c premier cas, la ligne du 
second dogre roprescntoc par 1c systeme des equations (124) no pour- 
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rail elro qu’une parabolo; clans le second cas, cello lignc so Iransfor- 

inoraiL on un systemo do deux droitcs paralloles. 

Si Ton transport Foriginc au centre de la courbe (i 2/1), los 
equations do cello courbe doviendront somblables aux (dnmiles(i) 
el (2). On conclut do cotto remarque quo, pour trouvor le.s axes de 
la courbe (12/j), il suffil do rcsoudre 1 c problemo suivant : 

Puodlkmb HI. — Determiner les axes de la courbe du second degre 
represenlee par les deux equations 

(1 ) A x* -l- II/* -1- C x; 2 h- •/. D yz -I- 2 Es.e -|- iVosy K, 

(2) x cos). -1-/ cos// -1- - cosy — <*, 

Solution. — Si Fan transformo les coordonnces .*% y, z t supposdos 
rcclangulaircs, 011 d’aulres coordonnces roclangulaires vj, ‘C, e( si 
Foil prend pour axe des ‘C la clroite porpendioulaire an plan repre- 
sent par la lonnulo (2), les equations de la courbe proposer se 
changeronl on deux autres do la forme 

(i38) .-K, K ", 

ot par consequent la courbe, elanl rapporloo a des axes reolangulaires 
sillies dans son plan, aura pour equation 

(■3cj) -I- -- K. 

Lorsquo Fequalion precedonle pout etro veriliee par des valours 
reelles dos coordonnces £, yp olio reprcseulo tine ellipse, 011 one 
hyperbole, on lc systemo de deux droitcs paralleles et situees ii dgalos 
distances do Forigine, suivant quo la difference 

Jl.il!, — p 

ost unc quantity positive, ou negative, on nulle. Ajoulons (pie Fellipse 
se reduit a un point, et Fhyperbolo au systemo de deux droitcs qui se 
coupon t, toutos los fois quo lc second mombro de Fuqua lion* ou la 
quantile K, s’evanouit. Gela pose, admettons d’abord quo la courbe 
soil unc ellipse. Cette ellipse aura deux axes qui so eouperonl a 
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C.VLCUI. IMI'TliUKNTlKL 

;i Mali's ilrniK ol si I’on uommo a, b los donv doini-axoK, </, h soronl 
los valours maximum i'l in tn im mu <ln rsiymi voolour o mono do I’on 
■'ini' ii mi point t | ( > In coiirln'. |,n (jin-slion *o roduira done ii ohorolior 
la plus praudo cl In pin-, pelili* v*i lour dr la f'linrl ton r do I orm i not* par 
rr»«l mil ion 

( !■') / ‘ r* I ,i ’ I 

on snpposaiil los varialdes ,r, y, a lire;, ml ro olios par los oqua- 
I mils ( i l el { ). Or, pour n panouir, il laiidra opalor ii 7.0 ro la dill'o- 
ronliollo du rayon voolonr / on do son car ro r\ ol , oomnio on lire do 
l*«*«| tml mu ni) 

^ <t( i 3 ) #'♦// ,r i/i | ) ,!) i ,! , 

mi oti I in ud rn, on opr i iinl rum in o on \ ion l do lo dire, la I'nriuule 

( I |ti ) .» »/ 1 | V </i | (/, ii, 

do Imjiiollo on do v r;i oliminor »/.r, //»*, <L. ii I'itido dos oijiialions dillo* 
rout iollos do la oourho diimioo, o'osl-ii-dii'o ii I'aido dos don\ lnrimilos 

(i'iii ( \ * i l\v i K.-W/i i | lot * Uy i I) m/» I l li.r i Ih I (’.jWs u, 
( i V' ) rtis )i/i i rus p,//r . rosv // ■ o. 

()lisorvou‘« maintouant quo, pour ollool ii or I'oliininaliou do <(v ol r/t: 
onlro los Tumi u los { i jo l, { i \ i i, ( i p.* ), il stillira do It's si junior, apros 
avoir ninltiplio iloux d'oulro olios, par oxcmplo, los lurmnlos ii/jn) 
i'l ( i V-* b p*tr dos oiiollii ionts iudolonniiios, puis do rlmtsir oos roolli- 
oiouls do mniiioro tjuo 1 *o<| na I in ii rosiillaulo no lonrormo plus m tty, 
m it;'.. Alois, lo promior inomhro do rollo oqualimi so Irniivanl roduil 
ii la dilloionliollo it.r mulliplioo par tin Inolour, lo raolonr dun ( il 
s'a^il dovra lui-moino s'ovannuir. < *r» si I'un dositfiiu par — v ol 
par ( los don\ ouollioionls imlolorminos donl il osl ioi ipioslion, 
I'oquuliou rdsnllaulo so prosonlora sous hi Torino 

i V i i I' r i K; t rns/. > </./ 

■ i I'.c i H i i Us \y /ru*»p)#/p 

- l I t I Is '5 /O.nsv) dz o; 
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ct si, apres avoir choisi los coefficients / tie nianioro ii fain* dispn- 
railrc les differenlielles dy cl dz , on egalo encore ii zero Ic coefficient 
de la differenlieflc dec, on aura evidemment 


I Aj -+- F y -+- Es = s.v -h l cos X, 

(i43 ) j Fx ■+■ + = sy + / cosp, 

\ Mx - 1 - l)f +Ca = sz -f -l cos v . 

Si 1‘on ajoutc ccs dcrnicrcs formulas, apres avoir multiple la pro- 
micro par x, la secondc par y, la troisiiimc par z, on trouvera, on 
ayant egard aux equations ( 1 ) ct (i3), 

K — sr\ 

La valour do s sera done 

N) «=£• 

Si Ton adopto cettc valour de s ct si 1’on observe d’ailleurs quo los 
equations (i/|3) peuvent s’ccriro coin me il suit : 


(i441 


(A — s).v ~h Fy - 1 - Ms — l cos X, 
F#-4- (B —s)y -i- I) 5 — 1 cusp, 
E.r -+- ])/ -h (C — s)z — l cosv, 


on recoil naitra qu’il suffit de romplaccr los quantiles A, B, C par los 
differences A — s, B — s, G — s: i° dans los seconds mombres des for- 
mules ( 1 34) ; 2 0 dans la valour do P quo fournil liquation (135), 
pour obtenir; d’unc part, Ies valours des coordonnecs x, y, z eor- 
respondantes au maximum el au minimum du rayon vccteur r, el, 
d autre part, Ie coefficient de 1 dans I’oquation ( 2 ), ou pluldl dans 
cello qu on en deduit par la substitution des valours de x, y, z. Or, 
cn divisantpar 1 1 equation dont il s’agit, on trouvera 

! L(B — ^)(C — j) — I) 2 ] cos*X 
■+-KC -*)(A~j)-E*]co.s*|x 
■+■ [(^ ~ 0{B — s) — F s ] cos 2 v 
-v 2 [EF — (A — 5)1) j cosp cosv 
-t- 2 [FJ) — (B — j)E] cosv cosX 
-f- 2 [DE — (C — s)F] cosX cosp ~o, 



kakcuk d i ki-h ei ic nt i i; i.. 




on, re <|iii i*<’ v i <»ii f an memo, 

j s’ |(!l l (I)roV 1 ). i (C | • I (V l !l)ros ,J v 

] •» I J rnsj( ciwy a K cosy cos)> I’’ cos ?, i‘(Kp j a 

{'V') ( 

I (HC !>')c ( ,s J X I (CA I4)rns»/J I < Ml l' , »)ros*v 

( i All) cusp rosy I a(KI) IIK)rosvrosA i •i(l>K (ll'h'os)* eosp n. 

Do pins, nn lirorn lies (orm n I ( k s (r’l/|), ii [> rrs y avoir rompliieo .r„. v t)> 
piir.r, r. 'J, ol A, II, par A ,v, II • .v, (! ,v, 



|(H 

«)i<: 

\ ) ■ IH j cusA 1 

|I)K 

,r 

\|K| t'Osp 1 

irn 

(II 

») K| cosy 

('m7 * 1 

|I>K 

(C 

v)l'‘|rns/ i | (C 

s){\ 

)■ 

•V) 

I'/'l I'OSp. 1 

|KI'' 

(.A 

>) 1) | cos y 


i ii> 

(ii 

.\")K|rui>, i |KK 

(V 

>)l> 1 

cosp i pA 

s)(U 


l* M | cos v 


Kulin, si Toil iiommo a, [:J, y Inn audios lonuos par In rayon voolour 
maximum on iniiiiiiiiini avoo les domMixo.silo.s ooordnniieos jmsilivt's, 
on mmi 

,,/,«) ''""P V, 

<*{ , par suilo, 



\ l(H 


s) DpCOSA | 

| UK 

cos a 

(<; .N)K|ct»sp. 1 

f I'D (H 

.*) K| rosv 

(I'm) \ 

| inii 

p; 

,\) l’| cosA |(K 

•v)(A 

C<»Spi 

• ■ x) K' J | I'OHp 1 

1 t-:t- ( a 

v) 1) | cosy 


|KU 

(ii 

\)K|cosX i|KK 

■ (A 

cosy 

A)l)|onsp I |(A 

*)(«■ v) 

l' a | oosv 


Lorsipio la o.ourlm proposon nst. urn* ellipso, ainsi ijiio nous I’avons 
il'ahonl admis, IVm| ual f <m (f'j(i) f'oimiil iu' , nrsKuimuon( deux valours 
I'ooIIoh do 

K 

■ v ,V 

ron'ospondaiilo.s it la valour maximum ol ii la valour minimum <lu 
niyon vculmir r, Alors, si Ton dnsi^uo par a ol, b los domi-axos do 
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l'cllipsc, les deux racines do I’equation (14O) scront 

K IC 

S = ) s — -jr, y 

a- b s 

(H I’on aura, en consequence, 

(13 -i- C) cos 5 ? -i- (C -t- A) cos 2 // + (A h- B) cob*v 
— aD cos p cosv — a E cosv cos? — aF cos? cos//, 

(BC - I) 2 ) eos ! ?-f- (CA — E 2 ) cos 2 /j -f- (AB - F»)cos*v 
4 - 2 (EF — AD) cos// cosv -t- a(FD — BE) cosv cos? -h a(l)K — CF) cos?, cos//. 



Do plus, ii chacuno dos deux valours do s , on, ce qui revient au 
memo, a ehaemi dos axes do l’cllipsc, corrospondront dcs valours 
recllcs do a, p, y, detcrminccs par la formulo (1/19) rcunie a I’d- 
quation 

( 1 5 1 ) cos 2 a 4- cos 2 (3 4- cos 2 '/ = i, 

el ccs valours rcprcscntoront les angles formes par l’un dos axes do 
l’cllipsc, prolongo dans un sensou dans un aulre, avoc les domi-axos 
des coordonneos positives. 

L’cllipsc quo nous venons do considcrer so Iransformcra en un 
syal&mc dc deux droilos parallelcs, si l’une dcs quantiles «, h doviont 
infinie. Alors cello des doux quantiles qui conscrvora line valour 
linic represented la moilie de la distance cnlrc les deux parallelcs, 
ol les angles «, ( 3 , y, determines par les equations (i^q), soront pre- 
cisemont ceux quo formeronl Ios deux parallelcs ol la distance donl il 
s’agit avec les domi-axos dcs coordonneos positives. 

Si les quan ti Ids «, b devenaient egalcs, l’ellipse so changorait en 
un corcle, ot los valours des angles a, p, y doviondraiont indeter- 
minecs. 

Conccvons, maintenant, quo la courbo proposcc devienno une 
hyperbole. Alois Ic rayon vccteur /• admottra lino valour minimum 
qui sera la moilie de i’axe reel de I’hyperbolc; el si Ton noinme 2 a 



tlALOUr, DrFFKHHNTIEL. m 

i‘(’( axe, r<Mj iiiiii on ( \ f \ (’) ) aura noressaireineut uno, raeine ret'llo, 
savoir, 

K 

Hr 

(I- 


l)»nc, par suite, los deux racinos do l equalion soronl, roellos. 
Du j > I us, a ehaeuno do cos racinos oorrospondroul ties valours roellos 
do, a, p, y, ddlormineos par lo syslemo des formulos ( r/jq), (if>i), ot 
pmpros a ro p rose n Lor It’s angles quo lait uno oortaino droilo pro- 
lon '»(u» dans un sons on dans un autre avoo. Ins domi-nxos dos eoor- 


dnnnftos positives. D’aulre part, on pout a flirm or : i° quo los tloux 
valours de.y el los dirootions dos droilos eorrospoiulanles a cos valours 


stironl indopoudanlns do la quantile K, qui no so trouvo comprise ni 
dans I *o(] na( i o n (i/fl>), ni dans la fornnilo (i/jc)); a° quo I’une dos 
dmix droilos ooineidera (oujours avoo l’axo reel do [’hyperbole pro- 
posed. Ihifin, il suit do la roniarquo fuito dans la tromome Looon 
( page •>. t 2) quo, si I’ou fait varior K dans los aquations (1) ot {2), los 
divorsus hyperboles representors par cos equations auronl tonics los 
memos asymptotos, ot, par consequent, los memos axes. Soulomont, 


lorsque la quanlito K changora do siguo, lo rapport on ehangera 

paroillomonl, on sorto quo l’axe reel 9 a no pourrn plus eorrospondro 
ii la memo raoino do liquation (r/jd), ni consorver la memo direction. 
(I resullo do cos observations quo liquation q i /( (> ) a pour rao-inos, 
dans riiypothdso aduiiso, deux qualities do signes contrairos, donl 
rune fait connnilro los axes reels dos hyperboles oorrespondantes a 
des valours positives do la quantile K, eL {’autre coux ties hyperboles 
oorrespomlanlos ii dos valours negatives do la memo quanlile. On 
doit ajouter quo cos deux ospecos d’axos reels coincident avoo los 
deux droilos qui (.livisenl on parlies egalcs los angles formes par los 
asymptotes communes ii loulos los hyperboles donl rl s’agit, et quo 
cos deux droilos, pcrpcndiculaircs enlre olios, sonlpreoisemont colics 
quo l’on determine a I’aido dos formules ( t 4 9 ) el(i 5 i). 

Lorsque la quanlito K s’ovanouit, los equations (1) et (2) repre- 

OJiui'i ex tie C. — S. II, l. V. 36 
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content les asymptotes communes aux di verses hyperboles, el les 
angles a, p, y, determines par lea formulos (i4<)) el ( r /> i). repondent 
(oujours aux deux droiles quo nous venous (I’m Jiqtu'i’. 

La recherche des axes do la eourbe represents! par |,es equations ( i) 
et ( 2 ) doviemlrait heaucoup plus Laci !<;, si Ton suhsliLiait a ees 
memos equations la Cormulo (i3<)). Alors, on diet, on devrait rem- 
placer, dans la formule (ijO), les quantiles A, 11, F par A.» ii!>, le 
eosinus do Tangle v par Tumid, dies quantiles 0, I), K, cos A, eosu. 
par zero. On trouverait de cdte maniere 

(102) ,v 2 — (-Jlo •+• all )s -i- ol> ill* ™ cl 2 =r o. 


Cette derniere equation, qui s’aceorde avec la (brmule ( 10 ) de la 
onziemc Logon de Caleul dilTdrentioI, a evidemnient deux rad lies 
rdcllos, savoir, 


053) 


•A, -Mil, // 4 > — \l!i\- 

*=--- + V(---) -- TS ' 


$ --- 


0 III, 


\/ 




et ees deux racines sont dos quantiles do memo siguo ou de signes 
eontraires, suivant quo la didoreneo oA.nl> — cst positive ou nega- 
tive. Dans le premier cas, on tiro dos formulus (r5o) 

( 1 5/j ) K Qj H- p) = A. 4- »!>, - Anil. --P. 


Nous (crons romarquer, on terminant cotte Logon, quo les for- 
mules (3c)), (1 jo), (io/j) indiqucnl oertainos proprields des eourbes 
ou dos surfaces du second degre. Ainsi, par exemple, si Ton 0011 - 
sidero une ellipse rcprdscnlde par I’dqualion (j3()), et si Ton 
nomine /•„, les rayons voctcurs mencs du centre cle 1‘cllipse aux 
points ou olio rencontre les axes des \ et dos Y), on aura 
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el, par suite, la premiere dcs equations donnera 



ladle dmiiere Pormule eomprond un (Uonremo quo l’on pent enoncer 
emmne il sail : 

TimonmiK I. — Si, dans line ellipse, on mono arbitrairement du centre it 
la circonference deux rayons reel curs (jiti sc coupenl a angles d rods, cl 
si l' on dime successwement V unite par le carre dr ehacun dc ccs rayons 
reel curs, la somnw dcs quotients sera unc quantile const ante egtlle a la 
sn/nmc qu'on oblicndrail cn faisant coincide r les deux rayons reel cun 
acre les deux dc mi -axes de V ellipse. 

Lorsquo l'oquation (idc)) represent!) ime hyperbole, on ohtionl, en 
ehangeanl soul onion L le signe do la quantile 1C, une soe.ondc hyper- 
bole qui a lo memo oonlro, les memos nsymploles ot les memos axes, 
avoc cello difloreiico, qiie l’axe reel do la premiere ost perpendicu- 
lairo a I’axo rood do la soconde. Nous dirons quo cos deux hyperboles 
sent conjuguccs Tunc a (’autre. Cola pose, en suhsli tiiun L a I’cllipse 
un syslmno dc deux hyperboles conjuguccs, on reeonnailra faci lenient 
que le Ihcorcme I dovra ctrc remplace par la proposition suivanlc : 

TiiKoaftJiu II. — Si, up res avoir i race deux hyperboles conjuguccs 
dune a l' autre, on menc arbit retirement du centre common de ccs deux 
hyperboles, soil, a tune d' cllcs , soil a dune cl a dautre, deux rayons 
recleurs qui sc. coupenl a angles droits, el si don divise successivemc.nl 
d anile par le carre de ehacun de ces rayons recleurs, la somnic dcs 
(piolienls sera tine quantile constante, pourva que dans celle sonvnc op 
premie Loujours area le signe -b le quotient rclalij d dune des hyper- 
boles, el avee le signe — le quotient relalij a dautre. Par consequent, la 
somme. dont il sagU sera loujours dgale a la difference cnlre les quo- 
tients qu’on oblicndrail si don divisail successivcmenl C unite par le carre 
du demi-axc reel de la premiere hyperbole el par le carre du demi-axc 
reel dc la secondc. 
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Ravenous mainlenant a la surface courbe roj) roson Loo par I’equa- 
1 i o n (r) el eoncevons que I’on designe par r (l ,r t , r . 2 Ins radium earrcos 

des valours mimeriques dos rapports y , - > mi sorte q n’on ail 

K _ „ K , K _ , , 

A - "'’ 5, jj / V, “ “ /i * 

On lircra de cns derniercs equations, rcunies aux formulas ( 7^ ) el a 
la premiere des equations ( 3 q), 


(i5(>) 



Si la surface ( 1) osl cello d’un ellipsoido, on aura simplemnnl 


(i5 7 ) 


1 1 1 1 1 1 

d r i r j ~ b 1 cl 


Dans le memo cas, /•„, /■,, r., rcpresenleronl Lrois rayons voetmirs <|iii 
so couperont a angles droits, ct J ’on pourra, on consequence, ononrer 
la proposition suivante : 

TiiromiMr II T. — Si, flu centre d'un cllipsoidv , on mene arbilraimnent 
it la surface Lrois rayons vecleurs <jid se coupent a angles droits, ct si Con 
divise successwemenl /’unite par chacwi de ccs rayons vecleurs, la sonune 
des carres des quotients sera une quantile constanle., egale d la somtnc 
qiton obhendrail en faisanl coinculer les lrois rayons vecleurs aver Ics 
moilies des lrois axes de Vcllipsoide. 

Lorsque I’equalion (i) represcnle un liyperboloido, on obtiont, on 
rhangoant seulemcnl le signe do la quantile K, un second byperbo- 
loidc qui a le memo centre et los memos axes, avee cello difference, 
<fiie Pun des deux hypcrboloides presentc deux nappes dislinoLos, 
1’autre une soulo nappe, et quo los deux axes rods du second sent 
porpondiculaires a l’axo reel du premier. Nous d irons quo ces deux 
hyperboloi'des sent conjuguesVun a I’autro. Cola pose, on examinant 
avec un pen d’altcntion les diverscs combinaisons de signes quo pent 
offrir I’equation (rod), on etablira sans peine le theorome suivant : 


0 A u: U L !) I F F E It EN TJ 15 E. 


2B5 

Tiieoumh' IV. — Si, apres avoir trace deux hyperboi 'aides conjugae's 
i an it l' attire, on mine arbitral remenl da venire common de nes deux 
hyperbolotdes, am! it I’un d’ettx, soil it /’an el it l’ attire, trois rayons 
rev! ears t/at se coupe tU it angles droits, et si V on divisc sttcressivemenl 
/’anile par le ciirrc do ehacttn de cos rayons rccfettrs, la somme des 
quotients sera tine (juantiti constant e, poitrvn que dans cede somme on 
prenne aver le signe + /oul quotient relalif it ttn rayon de V hyperbolonle 
it une nappe., et aver. le. signe — lout quotient relalif it an rayon de 
l autre hyperbolonle. Par consequent , la somme don/ if s' a gif se/ a loti- 
jours tiga/e. it la difference qtt’on obtiendrait si, apres avoir divisc /’anile 
par les rarre’s des moities des axes reels des deux hyperbolotdes , on re- 
train' hail le quotient rein! if a L' axe riel da second de la somme des quo- 
tients re.lalifs aax deux axes reels da premier. 
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SEIZIEME LECON. 


im'FftRr>TJi:LLr nr l’aiir uTm, cornnc qiiklconqui-’. sen iks coimnns r.r i,i j s siiufacks 

COUItlll.S QL’l sn COU1’ ENT Oil SI! TOUmiHM’ liN on POINT DOXNf-. 


Concevoiih qu’uno courhe qucleonquo clant roprosontoe par deux 
equations entro Ios coordonnccs roctangulairos x, y, z, on appolle s 
1'arc do ceLte eourbe compris cnlre u n poi n L fixe et lo point mo- 
bile (x,y t z). Si Ton aUrilnio ii Fabscissc x on aceroissemenl Ires 
petit A#, les variables y, r, .v oroilronl. olles-momes do quantiles po- 
sitives on negatives, qm seront Ires pelilos (abstraction laito do lours 
signes), et qui soront re presen toes par A#, A y, As, Do plus, il esl 
elair quo la corde do Fare ± As, ou, on d’autres formes, la distance 
du point (T.r,?) au point (ir-t-Aa?, y -h Ay, s + As), sera numori- 
([uoiucnt ogale ii 

\/A.r 2 -t- Ay ' 1 -i- As-’. 


Cola pose, pour determiner (acilement la didoronliolle do i'nro .v, il 
suffira do roeourir ii un principe asscz evident, savoir, qiFun trbs 
petit arc dc courbe sc confond sensiblcmcnt avec sa projection sur la 
tangentc menee parun dc ses points, e’est-a-dire quo le rapport du 
petit arc ii sa projection so reduit sensiblcment a I’nn i t«5 . Kn oflel, la 
jirojeclion de Fare elant la memo cbosc quo la projection do la corde, 
et le rapport de la corde ii sa projection clant egal an cosinus do 
Fangio forme par la corde avec la langcnlc, on, on d’aulros tonnes, ii 
une quantile qui differe tres pou do l’unile, il suit inimodiatcmcnt du 
principe ci-dcssus enonee qu’un Ires petit arc sc confond sensiblo- 
ment avec sa corde, e’est-a-diro que le rapport cl’un arc itifuiimenl 
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pent a sa conic a Vanitd pour (unite ( 1 ). Celle proposition, elanl 
admisc, on on deduil la fonmile 


to 


i - lim - 
\/A.r' 


— A s __ 

I -Ay 2 -r As J -T- <iy‘-r <Iz l 


do laquolle on lire 

( a ) (is -Jr \J7Li 1 -t- clj " -i- dz". 


On aura par suite 

( 3 ) ds- d.r- dy 1 -t- dz-. 

Si I’on prend x pour variable indepondanle ct si I’on fail, pour 
abreger, 

tl y dz _ „ 

div.--)' 7U: '~ ' 

la formula ( 2 ) donnera 

( \ ) ds . 1: \/ r z ' 2 d.v. 


11 osl ])()ii d’observor que, dans [’equation (/j), on doit mluirr la 
double signe d: an signe -h, lorsquc 1’arc s croft avec [’abscissa a\ 
e( au signe — dans le ons contrairo. 

Si, dans les equations (5) do la treizieme Locon, on substitue au 
radical \jdx- d- dy 2 -\- sa valour l iron do 1’eq nation ^), on ob- 
liendra 1’im dos deux systomes do formulas 


(3) 


(0) 


d.r 

cos a- -r~} 
ds 

das 

cosa 7-’ 

ds 


™t = -TR' 


cosy 



cosy = — 


dz 
ds ' 


Lo premier systome devra elrc employe pour la determination dos 
angles a, [3, y formes par la (angenle li la courbe avee los demi-axos 


l 1 ) On pourrail con&iclorer colic derniero proposition conime <5videnlo, el la substitucr 
au principo <5nonc6 plus haul. Mais il parail convenahlo do fuiro sorvir k la niosuro do la 

longueur d'uii Iros polil aro do courho, passntit par un point donn6, cello do Louies los 
druilos qui s’on rapprocho lo plus dans lo voisinagu clu point donl il s’agii (voir ci-apres 
la vingl-'-ot-unituno Logon). 
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i|('s coordonnees positives, si cello tangonfo a (He prolongin' dans le 
memo sens quo Parc . 9 . An contraire, les angles don l il s’agil seront 
determines par le second systemc do formulcs si la (angenlo a etc 
pro Ion gee en sens inverse. Cost co quo l’on prouvora sans peine a 
1’aide des raisounenients dont nous avons dejii fait usage dans le cas 
des courbes planes (e«i/*la page 88). 

[/angle aigu form 6 par la langcnto au point (a.\ Y , -> aver Lave, 
des .v cat ce qu’on nomine Yinclinaison de la lunge nte on Yinelinaison 
de la courbc par rapport ii cel axe. Si Ton dosigne par t nolle mrli- 
naison, rangin': sera evidemmonl egal on ii l'anglo a oil au supple-, 
ment de a. On aura done cost — ± cos a, ct Ton lirora do la premiere 


des equations (/>) ou (0 > 

. tie . , ds 

( 7 ) cosr = ± 


Si, dans cos dornieros, on substiluo a (Is sa valour lireo de la for- 
mula^), cl si Ton observe quo c represent on angle aigu dont le 
cosinus et la secanlo soul nccossairemenl posit ifs, on trouvera 


(«) 


COS' 


s/V+y< T;"' 


seer - \/i z' 1 . 


Pour monlrer une application des formulcs ci-dossus dlablies, con- 
siderons l’helico representce par los equations (38) do la Ircmenm 
Logon. La valour do cosy dclormince par la dernidre des for mules (/jo) 
de la meme Logon sera constante, et les formulcs (5) ou ((>) donne- 
ront 

ds\=:± — ~±d(—). 
cosy \cosy } 


En appliquanfc ii Pequalion qui precede les raisonnomenls par 1ns- 
quels nous avons, dans la septienie Logon, deduil la formulo (a5) do 
la formule ( 24 ), cL designanl par As un accroisscmcnl fin i atlrilmo a 
la variable on trouvera 



<:\w:in, i) I FFKIt UNTI Kli. i>H{} 

I >*a 1 1 li* " rs, 7 dlanl ran<d<‘ f'nriiM* pur la lan^onle a I'll el ire a\ee |’a\e 

,!t,s ‘ ( .;L y dvidoiumcnl la portion dr la lan^cMlr tpii a 

pour projection mu- n>| axe la longueur ' A?. On jmmiI done ouonrer 
In proposition stihanle : 


I Hi inn mi 1 . /'oar tdifrmr an are d heltre ro/nptis (‘title i/cil.v points 
( .»’• \ , .. ) rt [ ,r i ,.Vr, i ! Av, :: i &: ■ ), t! sa (jit dr mener par le premier 
u/ir t an pent e d I /teller rt dr (diet e/ire la portion dr rrfte tan prate (pti sc 
troave rrn/ernnr en/ie /n plans mrnrs pripendiealaiirinent it /'a, re dr 
I'/iehee par trs deter c.rlmnites dr /'are, 


Si, pour ti \ i*i* les idoes, on eoinple I'ari' .v ii parlir dn point oil I’hd- 
lioe reueonlre I axi’ dos ,r, o| si I’on suppose la ipianliio s positive eii 
iiiriiM* temps ijtie I'iin^li* // el I'ordomiee : , alors, en snlistiluanl an\ 
points t •»•, r, a), l ,v \ Xr,v i Av, a i A:*.), 1 «*s deux exlreiuilds de 
I'iire a i siiMiir : le point oil I'heliee rcnennlro Paso des ,r, el le point 
( .r, r, :: ), on oliliendra, an lien do IVojualioii { p ), la rormule 


V * 

rosy 

<|tte le.s eijiial inns ( ’IH ) et ( 'jo ) de la Iroiziemo lannin rdduironl ii 

i 

<•')) A ll I ll ! l ' 1 H/». 

It resutlo 1 1 c‘ oelle drrniere cjito, pour dvaltior Pure ,v ( il suflil do mul- 
tiplier la projection de eel are sitr on plan porpondiriilairo it |'a\e de 

i 

Plieliee, e’esl-oVdire le print n i t ll/> par le larteur eousianl ( i I a )\ 
(auisidernns mainlouaul deux eniirbos i|Ueleoii(jties. Soienl ,r, r, v 
les eoordonueos de la premiere eonrlu* el ,v I'are de radio eourlie com- 
priseulrn mi point lijte id It' point mobile ( <i\ v, s ). Soienl de memo 
vj, les eoonlouuees de la seeonde eourlie el ; I’are de retie seeonde 
eourlie eaunpris enlre tut poinl fixe el le point mu hilt* (;,r, ( £). On 
Irouvera 


ds' tl.i '' i dj ' i tld", 


In) 


\ <tf ('. 


S. II, I, V 


di 1 di? I d/d I d*», 


*7 
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Do plus, si los tangontos menees ii la premiere courho {»ar le point 
(,r, v, z) et a la socondo courho par lo point (£, Y], 'C) son( prolungeos 
dans los memos sens quo los arcs s o( s, olios formeronl, avoe los domi- 
axos do* coordonneos positives, dos angles donL los cosinus soront 
respectiveinonl egaux, pour la proinii'ro langonto, a 

dx dy dz 
ds ' <ls ’ ds ' 


ot pour la socondo langonto, a 


d- dr\ d'C 
dg ' dg 5 dg 


Par suite, si I’on noinmo § I’anglo quo los deux tangontos fornienl 
cnlro olios, on aura f on verlu do {’equation (/j8) des Prdliminaires | 


(12) 


d.r dg dr dr\ > dz dt, _ tlx d^ -\- dy tin -l- dz d'Q 

ds dg els dg ~ T " ds dg ds dg 


Los deux langenles deviondront parailoles lorsqu’on aura 


f io ) 

di dx d(] 

dg ds ’ dg 

- it 

ds ’ 

dZ 

dg 

dz 

TtV 

mi Lion 





(■4) 

di _ dx d-(] 

dg ds * dg 

dv 
' ~ 7k' 

cK 
dg - 

dz 

ds 

II faut observer d’ailleurs quo los 

(‘ormulos (r3) 

ot(i/|) pouvent olre 


remplaeecs par la scufc formulo 


(i5) 

do laquello on deduit 


dj _ rlr\ __ d£ 
dx — dy ~~ dz ’ 


^ - f? = - 4 - _ _ h dg 

dx dy dz ^dx^^ydf 1 -i- dz- ~~ ds 


Ajoutons quo los deux tangontos comprondroul ontro olios un angle 
droit, si I’on a cosS = o, el par consequent 

O 6 ) dx dg -+■ dy dr\ -h dz dZ — O, 


Si, dull'' I’oqiial inn (!•*>, on sulisl i I m* pour tfx ol <h lours valours 
liivos dos Idriuiilos (in, on obi iondra la stiivaiilo : 


, >1 1 (/ i </) il/i i d :■ ( / " 

ll'l I'lh'i ' ’ , 

\ d r‘ 1 </) ' i ihd \ d^' 1 <h\ { \ //£ J 

l.or-quo, dans ooilo dornibro, on no dblorinino pas lo sitin' dti smnid 
moiubro, olio I'o n i t) i ( dou\ valours do <*), ronronnoos onlro zbro ol 7 , 
i j 1 1 1 roprosonlonl I'anj'lo ni;-u ol I’an'd'' 'd>lus nompris onlro los dou\ 
tanponlos prolon^bos iiidofiniiiionl do pari ol d'aulro dos points 
I .r, a ) *'1 ( q, u ). 

|,oi'M|uo los deii\ omirlios so ronoonlronl on no inoinu point, olios 
Mint oonsbos I'ormor onlro olios los moino.s audios i|ito los lan^oulos 
n , oiioos par lo point don! il s’a^il. Alors on a, pour lo point do ron- 
ooiilro, 

I iU i - . n » . s’’ 1 : 


ol los audios < | Hi* los don't outirbos In rmru f onlro olios ooiuoidonl ovi- 
donimoni avoo los valours do I'oulorinoos onlro y.oro el 7 ., qui vori- 


lioitl I'oi) nut inn < i *; ). 

On dil ,|uo dou\ ooiii'lu's Iraooos dans I'ospaoo sunt mmuules hum 
ii I’autro lorsijn'ollos so ouuponl ii audios droits, ol qti’olles soul lath 
nr/ites, on qu’ollos so tonr/imt, lorsijn'ollos out, on tin point qui lour 
osl rn iii iii ( i ii , lino laiqpnilo onimmino, o'osl -ii-diro Inrstjito I’nn^lt’ ai^u 
r 1 1 Ml 1 1 ris onlro los don\ oonrhos s’bvaiimiil. Dans lo promior ras, la 
lunmdo ( HO, nil 


O',) 


i 


<ty tfti 

d, d} 


d. 


o, 


os! vbrilibo punr lo point d'inlorsoolion ; dans lo soonnd rus, los unor- 
doniioos tin poiul do ooiilaol vorilionl la Idrmulo (in), on, ro qui 
rovinul an iiiouio, It's dott\ bqiinlioiis 

t/ti ity d* i fz 

(,nl di ti.r ' ./■ d.r' 

II osl ossonliol d’ldtsenor tpio, dans los divorsos lurnnilos oi-dosstts 
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etablios, Ics diflerentielles disparaitront tonics on memo temps quand 
on aura 1‘limind ds, d', dy, dq, ds cl d'( a I aido dos tommies (11) 
reunies aux equations differrnlielles des courbcs proposeos. 

Rioit n’empcclie do siibsliluor, dans los equations do la socondo 
o.o n rbe, Ics loll res x, y, r aux letlres vp '( cl do prendre onstiilo 
I’absoisso x, oorrcspondanlo ii un point do I’uno on do i’aulre 
courbc, pour variable independaiilc . Alors los promiors el los 
seconds membros dcs formulas (20) dovronL etre romplacos par I os 
valours dcs derivecs 

dv , dz , 

7 fc- y ' dx'-- 3 ’ 

tiroes dos equations dcs deux courbos, et, pour quo era courbos so 
(ouchcntau point dont I'ahscissc est x, il suftira quo los valours dos 
quatro quantiles 

y> y'i 5 > 5 » 

relatives an point dont il s’agil, resign l los monies dans lo passage do 
la premiere courbc a la socondo. An roslc, cello proposition ost ovi- 
donto, car, si los conditions qidon vient d’enoneer sunt remplios, il 
osl clair quo, pour I’abscissc x, Ics deux courbos auront non seule- 
ment 1111 point commun, mais encore la 11161110 tangonlo. 

Nous allons mainlcnant clablir 11 11 tlieoremo qui est fort utile dans 
la thdorie dcs contacts dcs courbos et quo Ton pent 611 oncer comine 
il suit : 

TiiKontoie II. — Elctnl donnees deux combes qui sc louchenf, si, it 
panic du point de, contact , on porle stir ccs courbcs , prolongees dans le 
mime sens, des longueurs e gales, mais tres petit es , la. droile qui joindt a 
Ics cxtrdmilds de ces longueurs sera sensiblcmenl pcrpendiculairc a la 
langenle commune aux deux courbcs . 

Demonstration. — Supposons que les longueurs egales, portecs sur 
la premiere et la scconde courbc ii parti r du point do contact, abou- 
tissent, d’une part, au point (x, v, 5), do I’autrc, au point (£,•/},£). 
Soicnt do plus* et <; les arcs renfermes : i° outre un point fixe de la 
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premiere coiirbe ot le point y, s); i n cntre mi point fixe dr la 
soc.omlo oourbe ot in point ($,*/),£). Tandis quo les coordonneos 
r > 'q» £ varioront simultanemenl, la difference 

s — ■* 

reslera invariablo ot Ton aura, on consequence, $ = «-+- const. 

( •! I ) dq — ds. 

Soiont d’aillours a, ( 3 , y les angles quo forme avec les demi-axes des 
coordonneos positives la langcnto commune aux deux courbos, pro- 
longer dans le memo sens quo los arcs s ct a la longueur do la 
droilo mondo du point ( 5 . vpO au point (.v,y,z) t oniin A, p., v les 
angles quo forme eetto droito avec les demi-axes dcs coordonneos 
positives. On aura sensiblcment 


(22) 

dx 

COHO’ ::: ' 

ds 

.. di 
dg 

n dy dn 

^-=-£ = 7 ,' 

cosy: 

_ dz _ 
~ c/,v — 


NO 


B ~ \/{ X ■ 

O' - o) 3 + (- 

— 



Ni) 

cos A — 

•r-?, 

a 

y — n 
cos p. — ■ — - — » 

cosv = 

B ' 



ot Ton tirera des formules ( r i) reunies a l’equation ^21) 

dx- 4- dy 7 4- dz 7 = d? 4 - dn- 4 - d?, 

011, ee qui revient au memo, 

( 25 ) {dx 4- dq ) {dx — dfy 4 - {dy 4 -dn) {dy —dr\) + { dz 4- (K ){dz — dt ) = 0. 
Or los equations (22) donneront 

, „ 0 j f/ - g + ^ + ^ f & 4 - = 2 ds . 

Do plus , cn appliquant aux seconds mombres dcs formules (24) le 
principe enoncc a la page 9), on reconnaUra que les quantitos cosA, 


m 
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cosu., cosv peuvenl etro dctcrminees approximativemenl par les for- 
mtilcs 


>7) cos? - 


da: — d£ 
dv. 


cos (J ~ 


dy — do 
cl* 


cosy 



On aura done, a Ires peu pres, 


{»«) 


d.v — d£ _ dy — do dz - - d'£ ^ 

COS A ~~ CO bfJ — cosv 


Cette derniere equation sera d’aulanl plus exaelo quo les points 
(x,y,z) el (5, v), C) se trouveront plus rapproohes du point de uon- 
tact des deux courl)cs. Si maintenant on rcmplace, dans la for- 
mule (20), les sommes 

dxf + d’£, dy H- do, dz 4- d* 


par les quantiles cosa, eosp, cosy, qtii sent outre olios dans les memos 
rapports, et les differences 

dx — dy — do, dz - dZ, 


par des quantiles proportionnclles a cos differences, savoir : oosA, 
cosa ot cosv, on tronvera definilivcwent 


< 2 9) cosa cos?. 4 - cos (3 cosp 4 - cosy cosv - o. 

Done la droilo mcnec du point (x,y, 2) an point (t yj, ‘() sera sons]- 
hlement perpcndiculairc a la langento commune aux deux eourbos, 
ou, ce qui reviontau meme, scnsiblcment parallclo an plan normal. 

On pourrait, dans 1 c theoremo qu’on vient d’clablir, romplaeer la 
seconde courbe par une droite tangente a la premiere, et 1’on obtion- 
drait alors la proposition suivantc : 

IiiKoaraiH III. — St, a parin' d’un point donne sar une courbe, on 
pone sur celle courbe et stir sa tangente, prolongees dans le mflmc sens , 
ties longueurs egales el ires pel lies, la drake qui jouulrci les exlrdmites 
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< 7 o res longueurs sera sensiblement perpend ir a Zaire a la fan genie, on, re 
(pit revie n I au me me, sensiblement para l tele au plan normal. 

(loiu'ovons, pour fixer los idees, quo I’un dcsigne par £ char line dos 
longuours 6 gales porters sup la courbo c( sur la tangento ii parLir du 
point donne. Los angles formes avoc los doini-axos dos coordonnocs 
positives par la droito qui joindra los oxlremitbs do cos deux lon- 
giKMirs sornnt (los fonelions do i\ ot, si Ton fait oonvorgor i vors la 
limito zero, cos angles convcrgeront, on general, vers cerlainos 
limitrs, ot s’approchoronl indofinimont do oonx qui detenuinont la 
direction d’une certaine nonnale avoo laquollo la droito, donl il s'agtl 
londra do plus on plus a so confondro. (lotlc normalo, qui inorite 
d’etre remarquec, osl cello quo nous appollerons nonnale. prineipale. 
Pour on fixer la direction, il suflirait do recourir aux formulos (27 s ) 
ot au principc enonee a la page tp. Oh pout aussi arrivor (res fncile- 
inent an memo but par la imHIiodo quo nous aliens indiquer. 

Dosignons par ,t, y, g los eoordonnoes du point tie la courbo qui 
coincide, non plus avoc I’ ox Ire mile, in a is avoc I’originc de la lon- 
gueur i, c’osl-a-dire It's coordnnnces du point par loquel on mono 
une tangento a la combo. Soil toujours s I’arc complA sur la courbo 
ontro le point (aqps g) ot un point fixe place dr mauiere quo la lon- 
gueur 1 serve do prolongcmonl ii I’ are. s. Soiont encore a, p, 7 Ins 
angles quo Corine avec los domi-axes dos eoordonnoes positives la 
tangento au point (cc, y, g) prolongon dans le memo sons quo I’arc .v. 
Si l’on prend cot arc pour variable indopcndanle, I’extremito tic la 
longueur i, porter sur la courbo, aura evidemnient pour coordonnccs 
trois expressions de la forme 


(3o) 



1, J, IC devanl s’evanouir avec i\ landis quo l’exlrcmilc d’une autre 



APPLICATIONS l)U CALCUL INFINITESIMAL. 


29 V 


cost;., cosy pcuvenl etre dotorminecs approximalivemcnl par los for- 
mules 


. dx — (It d) — dt] 

(, 7J cos) rr —J—* cosprr-^— 


dz - d$ 

COSV r- 

d a 


On aura done, a Ires peu pres, 


(aSI 


dx — di _ dy — dn _ 

COS A ~ COsp ~ * COSV 


(lelfc dernierc equation sera d’aulanL plus pxacle quo les points 
Or, y,s) ct (5, /],?) sc trouveronl plus rapproehos till point do con- 
lad ties deux courbes. Si mainlenanl on romplace, dans la Ibr- 
inule ( 20 ), les somrnes 

dx -t- di, dy -f- dn, dz h- d* 


par les quantiles cosa, cos (3, cosy, qui soul outre olios dans los memos 
rapports, et les differences 

. dx — di, dy — da, dz — dX, 


par ties quantiles proportion ncllcs a cos differences, savoir : eosX, 
eosu. ot cosy, on Irouvera dcfinilivemonl 

( 29) cosa cos). 4- cos {3 cosp 4- cosy cosv ~ o. 

Done la droite mcnec tin point (x,y, z) au point ($, -q, £) sera sensi- 
blement pcrpcndiculaire a la tangento commune aux deux courbes, 
on, cp qui revicnlau memo, sensiblemcnt parallelc au plan normal. 

On pourrait, dans Ic theorem e qu’on viont d’olahiir, remplacor la 
sccondo courbc par une droite tangento a la premiere., ot l’on obtiou- 
drait alors la proposition suivante : 

Thuoroik III. — Si, it partir d’ari point do tine sur une com be, on 
porle sur cctte courbc. et sur sa langenle , prolongces dans le mime sens , 
des longueurs egales et Ires petiles, la droite qui joindra les exl'remiles 
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k 2 !);> 

i/r rr\ /o/ipururs- .w >m srnsihlemt n! pcr/ir/u/icufam a (a hm"cntc. on. it 
( jui nvu'nl an t/n'/nr, srnsiblrmrnl /nuoffrfr on plan no/ mo/. 

(loiiH'vnns, | m j 1 1 1 fi \«»r Irs i d «’ m*s , 1 1 1 1 r I'on par / t'liai'ii nr drs 

I it i! j![ii c ill's rpalrs porlrrs siir la roiirlir el sin* la Irmprji I r ii parf i r du 
JHiiuf 1 1 o 1 1 1 1 r . Li's auplrs lormrs a v<*<* Irs < Icm i- a \rs ties rim nl on li riw 
posilivrs par la droi ( «» <|in joimlra Irs rxlrrmilrs dr ers dru\ Ion- 
tfiirtirs sr rim I drs loiirlimis dr /; rl. si I’nn fa i ( f*oti\i , r^< > i > i vrrs hi 
iimilr zero, rrs angles run vrrj'rronl , rn "rnrral, \rr* rrrliiinrs 
limilrs, rl ^ ’a p p ror In' in n I indriinimrnl dr rrn\ q n i drlrnnitirnl In 
di rrrl inn d’mir rrrlainr unnnalr avrr latpirllr la drnilr tlonl il s’a;rj| 
Irndi’ii dr plus rn (dlls a sr runlomlrr. (Irilr nnrmalr, qui nirrilr 
d 7*1 re mnai <|iirr, rsl rrllr q in* nous npprllrrn ns notrno/c /ninrinolr. 
I’otir ru li\rr la di rrrl inn. il stillirail dr reruimr :m\ lorniiilr?, ( •••• ) 
rl an prinripo runurr ii la pa*»<» tp. Du prill snissi arrin-r I rrs larilr- 
mriil ail inriur bill par la mrllmdr q in* nuns a I Inn s i udicj urr. 

Drsip'iious par .r, u. :• Ir* rnorduunrrs du poinl dr la ronrhr q u i 
romriilr, mm plus avrr I'rxlrrmilr, mais aver l’ori'<iiii> dr la Ion- 
KUtMir I, r'rsldndirr Irs rnordniiurrs du puinl par Irqurl on mriir 
it n c lan;;rnlr a la roiirlir. Soil loujours v I’arr romplr siir la roiirlir 
rnlrr Ir poinl < ,r, i , :: ) rl mi poinl li\r plan* dr mauirrr <| it r la Ion . 
Kuril r / srrvr tic p rn I n 1 1 ;;c in c n ( ii I'arr a, Soirnl rnrorr a, [■{, *• Irs 
iinplrs (|tir I'ornir avrr Irs drmi-nxr* drs roonlonnrrs positive* la 
laii}p*ulr an poinl ( ,r, r, a) prolouprr dans Ir mriur sriist|iir I'arr .v. 
Si I'nn proud rrl arr pour variable iiideprudaulr, I'rxlrrmilr tit* la 
loiiKiiriii* /, purler *ur la roiirlir, aura rvidrnimrnl pour roonloiinrrs 
Irois expression* dr la f'orinr 


i .’In i 


oh 

r , 

, «/ J r 

■ r 1 ' #/v 

i 

M 

1 

ofv 

i* 

I ^ Y 

1 ' ,A 

l | 

■i 

i 0^ 

of. 

/* , 

mr. 

- 1 'lA 

i 

M ’ 

■ f/s’ 


< ')• 

1 •')■ 
i k ), 


I, J, K dcvanl s’rvanoiiir avrr /; lamlis t| in* I'rxlrrmilr d'utir ailin' 
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longueur cgalc a i, porleo stir la langenle ct comptce dans It' memo 
sons quo la premiere, aura pour coordonnccs 

I . ,clx 

x l COS v — ,r i -j- , 
l as 

, .<{)' 

1.0) J + iC0Sj3 --- y + i-£-, 

.dz 

z + 1 cos i ■=- z -+■ i ~r' 


(’t;la pose, si Ton nomine a la distance comprise on Ire Ios extremilds 
ties deux longueurs, ct A, p., v les angles formes avec les demi-axes 
dcs coordonnees positives par la droito qui, partant de I’extremild <le 
la sccondo longueur, so tlirigc vers I’extremite do la premiere, on 
aura evidommenl 


(3-0 


(.53) co&X = 


H a 




d-z 

ds* 


-l-K 


a + i 

2 (IS* 

H 


P ( d 1 v 


■A [W H ‘ J ) 

cosy. — • — 


cosy ~ 


d 1 z 
ds l 


4-lv 


el, par suite, 


cos). _ COS p 

d** , , “ <* Y x , , 


cosv 


ePs 

ds- 


4- K 


(31) 




d*s 

7F +K 


Si, maintenant, on fait converger i vers la limitc zero, les valours nu- 
meriques de l, I, K deeroitront indefmiment, el, cn passant aux 
limi les, on tirera do la formulc (3/j) 


( 35 ) 


cos). cosp. cosv 

d x x — d l y d-z 

ds- ds 2 ds- 


(d'x \» 




2 



( : A I , ( : 1 1 1 , 1)1 ri’i'ltKN TILL, 
mi, ci' <| u i rrvienl ;m inrme. 


l »)7 


loll ) 


niW cusp 
i/'.i t/’y 


rosy 


i 

1 1 i/'.i ) ’ I ( <{\\ )' i l | * 


Lrs mii^Ics X, p., v «(« k l «* r 111 i lies par crllr drrnirrr Iniiuiilr soul ren\ 
<|iii sr Irniivcul r.nin |it*ir> rnlrr la normalc principalc prulniij'cr dans 
mi errlaiti sr 1 1 ^ cl lrs drmi-a\cs firs rimnlniinrrs positives. La nirmr 
In rin ti 1 1< flrvrail rlre rrinplarrr par la snivilnlr 

cos/ nisi/ rosy i 

i .1 - i 1 


si la iiurmulc jirincipalr avail rlr prnlnn^rr rn sms rnuirairr. Ajnn ■ 
Inns <|iir 1 1 ‘s ri|iialinus I III i rl i >*; ) sunt rrnlrriurrs Liiiir rl railin' 
dans la si’ii I r c<|iiuliott 


IS, 

CDs/ 

i'ih|) cosy 


//O' 

»/'. */\ ' 


r la i} ii rl h’ uu lire 

c us/, cusp 

cusy 

1 


//' /' //* J 


|(</’ n' 1 ««/' ) 

r i ff/’ji’P 

II sc rail Car ilr dr s' 

'assurer 

dirrrlrnirnl <|iir 1 

la druilr i|iii passr par 

• pninl ( ,r, r, v ), rl 

fiirmc avrr Irs drini-a\rs 

drs rimrdniinrrs pusi • 


li\rs ties angles drlrrmiilrs par la loriniilr i SM », rsl uur drs nurmalrs 
1 1 1 r n i* i • s par Ir pninl l .»•, y, a i a la rnnrlir dnuiirr. Kn rll'rl, si I’un 
iliUrrmlir l*«*««| icil inn < I ), rn rnnsidrraul Inujoiirs rnminr vanalilr 
i in I r pr ml an I , mi aura 


l.tijl ih'i/', r t il\ i/ 1 ) i J.t/\ u ; 

puis, i* n avaiil rail'd ii la I’urimilr (AM) rl ii ](/ 1 n a I inn ( <> i ilr la 
Irri/.irmr l.rroii, mi Irouvcra 

COS /cos/. | cils^rusp | co.sy i-f V o. 

Dour, la druilr ru <| ill’ll inn srrn prrprndirulairr ii la laiigrulr, on, rn 
il'aulrrs Irrmrs, rllr sera nnrmalr ii la rnnrlir prnposrr. 

;s 


( */ HI'* I 1 i/l 


S. II. I \ 
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tin prcnanl toujours Lure s pour variable iudependanle, on tiro des 
equations (J) 

, f/vobct d i .r <1 cos (3 d l y //cosy _d ! z 

^ ** ^ //.v ,/r* ’ ds ~ ds- ’ </,v d v J 


Par consequent, la formula (38) pout olre rdduilo a 


, (’OS A _ cosp oosv 

1 d cos a ~ d cos (3 (/cosy 

Si 1’on oessail do prendre Pare s pour variable inddpomlanle, la 
lonnule (35) deviendrail inoxaolo. iMais la Ibrmulo (4i) exislernil 
toujours; el, on subsli Leant dans colle-ei, a la place, do o.osa, eosfb 
cosy, lours valours tiroes dos (drmulos (3), on trouvrrail 


(1**) 


c.osX cosw cosy 



Observers encore quo, dans lo eas On la courbo donneo so rdduil 
a uno courbo plane, la normale principalo esl evidominenl cello <|ui 
rosto comprise dans lo plan do la courbo. 

Los angles p., v otant uno Idis determines par los formulos (35) 
on (4'*0> * I deviont faoilo d’oblonir los Aquations do la normale prin- 
oipalo. lilt diet, si Lon nomine. yj, '(, los eoordonnoes d’uii poinl 
queleonque do cello drnito, on aura | on verlu do la lonnulo (»o) dos 
Preliininairesj 


(43) 


£ — x __ q —_y ^ C 3 . 
cos). ’ " cusp oosv ’ 


puis on on conclura, cn supposant quo I’arc s ost pris pour variable 


indepondante, 

(44) 


* _ • n—y 
d l x d i y 


et, en adinollanl unc autre hypothesis, 


m 


'(S) 


■n~,y 

> -(S 


K~j. 

~d*z'> 

C-3 
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Lnrsque deux sn rl’nri’s eoiirhes sc renennlrciil on mi pom I (Inline, 
dies son I eeiisces former i*n ( t'(‘ dies, an point don! il N'aj»il, Ion 
memos angles que linns plans laiij'rnls. On dil, cm pari icnlicr, que 
•It* u \ surfaces soul mn mains I’miic h rimin' on mi poinl ijiii Iciircs! 
romiiiiin, lnrsque les plans hiiigmls monos par ce pnml son! perpen- 
tlicnlaircs cnlrc cn\ t cl qu’dles son! huiynilrs, on qnVIlcs sc 
ttmchrnt, quainl res plans rniuddcnl . Dans In dernier cas, les nor- 
mail's an\ dcu\ surl’ancs coincidcnl parcillcincnl , Ola pose, soicnl 

les equal inns, cn nourduimees rcclanjpilaircs, dc dcn\ surfaces qni se 
I one lion I an point ( .r, r, s ). I'wi vcrlii dc la I'ormnlc ( t» ) (’ t| mif or/.it>inr 
l.econ ). les cosimis dcs angles Inn lies par la nnrmale eommnne au\ 
dcn\ siiiTancs avee les dnmi -axes dcs cnnrdonnccs positives sermil 
proporl ionncls, d'nne pari, mix Irois derivecs 


On 

On 

On 

Ox' 

0 y ' 

<h' 

el de railin',, aux derivecs 

Ov 

#ic 

Ov 

Ox' 

Oy ' 

0 

On aura done 

On 

On 

On 

O.i 

Or 

Ov. 

1 -17 1 Ov 

Ov 

Ov 

0 r 

Oy 

0.. 


Itoeiproquemenl, si cello enndilinn esl veriliee pour le poinl ( .i\r, s ). 
les dens surfaces anronl en e,e poinl line normale commune, el scroll I 
lan^culcs rune it I'anlre. 

Poiir cjiie la rormnle ( l\n ) sulisisle, il esl neeessaireel il siillil qne 
les equations dillerenl idles dcs deux surfaces, savoir 


( '(H ) 




M, 


O, 
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s’acrnrdoni, q nan d on y siihsti ( no pour ,t\ r. r les eoordonnees <lu 
point (‘onni] un, <‘( s( i roduisoiil. aim's it tine soulo i*(| nal ion <' n ( i< i It's 
dilFeronlieiles <l.v t r/)\ dz. 

Si les «'•(] nations dos d (tux surfaces ulaiuuC rusoi in»s par rapporl it s, 
i‘l rantcnoes it ia forme 

(i<t) " .A 

I cm’s (Mjiialioits diH'oroiilidlps seraienl do la forme 

( .») ) dz /> d.t -|- <j d) . 

Aim's los deux surfaces sc Imiohrnuonl an poin l ( .r, v, s ), si, dans Ic 
passage (lit la premiere it la secomle, Ins deux (plan tiles p el (j eott- 
servaient les memos valours. 
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l)l\-SKPTliaiK LM(.;ON. 

m pi.i.n osnu.v ri.Mi imixi: r.oinmi yt: i.i.co.Nyn r i r i»r m,». ih.ia I’.muonmi s. 
havhn Dr «:< timiiti ft t‘, n.Miu: in; roifHiiMtr i.r hsciu.i n in. 


Considerons sin* u m* enurin' dminer hii (mini q h ( l l<‘(tn <] u 4 1 i\ el 
rnnrr\nnsqur Pou ail mend cn re poiul miio I :i n f.?«‘ii ( *• ii la rniirlir. On 
ponrra lain* passer par rrllr lanj'riilr uni 1 inliiiilr dr plans lanj'riils, 
ilnnl I’iiii rmlrrmera la norinali’ priuripalr. On dernier, qoi sr eon- 
fniid aver. Ir plan dr la rourhe, Mules les Inis <{ ih< rrllc-ri drvirul 
plane, merile line allenhon pariiriilierr, On le niiinnie plan osruht- 
intr. INmr I'lililmir, il siiilil rvidemmeiil dr (rarer mi plan (anient 
<|ili renrenne aver, le pninl P nn sernin! pnilil () dr la rniirhr pro- 
poser, el dr rhrrelirr la pnsilinn ijur (end a prendre rr inemr plan, 
dans Ir ras nil Ir Hrrond puinl sr rapproe.hr iiidrlinimrul du premier. 
Kii rllel, soil i la Inn^nenr de Pare |'( % ) enmpris enlre les deux points, 
el snppnsoiis ijnr, la lail^enle elanl prolontfrr du ineine rule que 
Pare PO, la luiqjpirur / purler sue la laiqp’iilr almulisse an point 10 
I, a drnile ( J I i , r.omprisn dans ir plan mobile, sera seiisildemenl pa~ 
rallele, pour de. ires peliles valetirs de /, it la normale priuripalr; el, 
par rnuseijueiil, Tangle lurnie par eelle nnnnale aver le plan in oh i le 
sera sensildemenl mil. Dune e.el, an^le aura zero pour limifc; r'rsl- 
a»dirr que le plan mobile (eiidra de plus en plus h se eonrondre aver 
le plan tangent qui renrenne la normale prineipale, on, en d'aulres 
lerines, aver le plan oHeiilaleiir. 

Coneevons, miiitileiiani, que les eonrdomiees rrelaiqpilaires do la 
eoiudie elanl ,r, v, s, la lan^enle el la normale primdpaie, turners par 
le poiul. 10 iornient aver les demi-axes des eourdomiees positives, la 
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niinjiri‘> 1 ’iih «■ mi potii} ii M' ri i< |M'rif jn<-l‘i{. >, \ s > i "•» l.»u 
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(ivl/it'liir ri l:i mm/h'iim* I < < mm 1 < 
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i >i / t << > * . 
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;i\i' |irrpi‘in! ii'iiliii l r ;tti JiIjui m m iil.iliiii • < >}< net ,i<m * •>up> i.t in < * . 
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Si, ill' (ilus, on a r^anl an\ r ( ( 1 1 a I inns 

1 </,t" i //) " i < d.\\ 

(■;) 

( il.ril : ,r i ilyil'y I ilzil^ n, 
on Iroiivera ilrliiiilivniirnl 

,, nis|, nis M nisN , i 

i S i i 

> : thrf'y i/.rtl 1 ) i/yi/lr i )' | (f/ 1 ) )' I 

l.a I'orimili' (H) lntmiil «* vi d niu ui«‘n I dr u \ svslrmrs dr valrnrs de 
rod,, rosM, rosN, rl crs drn\ syslrinrs riHTrspiindriil ;m\ drn\ 
ihrrclions smvaiil Irsqtirllrs on | mm 1 1 prnln ti^r r hi [HM'pr ml i « mi hi i 
nirnrr par Ir poinl [.r.y, a ) an plan nsruliili'iii'. 

II nr sera pas i ii n I i 1 1‘ <l*o l»sr rvt' r <| nr la J'nriiinln ( ’• ) prill r I rr rein-- 
plarrr par lr?* drux suivanli's : 


(•(IS 1, 

HIS M 

I'CIS 

N 

(ty ' ti( ^ 
\tfy i 

i -p' 


ttr 1 

ms I, 

cn*( M 


rns iN 

cusp «/ rosy cos yi/ r ns p 

cosy*/ cos# njs#r/nisy 

rnswo/nisp cuspf/ros# 


< I on f hi drrnirrr sit drduil iniitirdialriiieiil drs ripialions ('it rnnilii- 
nrrs, nun plus avrr. Irs fnrnmlrs ( i ) rl ('*.> ), ma,is iivrr la Jorniiilr ( \ i ) 
dr la srizirmr hrron . 

On arrive ra i ( rncnrr Ii la I'urmiile ( in) si Fun Mipposail q lie I., ,\l, \ 
drsip;nriil Irs angles runipris rnlrr Irs d<‘in i~a xrs drs riHirihmiirrs 
poailivrs rl inn' dniilr prrprudiriilnirr an plan i|tti, passaul par h‘ 
poinl ( .r, y, a t rl par la lan^rnfr rn rr poinl , rsl parailrlr it line anlrr 
lanprnh' mrnrr par mi srcumi poinl inliiiimrnl voisi n du prrmirr. 
Kt I rll'rl, snirul 

A.r, A)', As, Artis#, Aeos( 5 , A cosy 

Irs arrroissrmrnls <pir prrnnrnl Irs ijuanlilrs 

.1', j, c, his#, rosy 
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dans le passage du premier point an second. Los valours dr 

cosL, cosM, cosN • 

sprout cvidemmcnf delerminecs, dans l’hypolhese admise, par la 
premiere lies equations (3) joint? a la fbrniulo 

( on^y -f- A cosa) cosL -t- (cos (3 -I- A cos (3) cosM -+- (cosy + A cosy) cosiN o, 

quo Ton pourra rednire (on verlu do I’equation dont il s’agit) a 

( 1 1 } cos LA cos a + cosM A cos (3 -h cosN A cosy = o. 

Or, si le second point vient a so rapproehor iinlrfinimenl du premier, 
les differences iufinirnont pclilos 

A cosy, A cos (3, A cosy 

devieudronl scnsiblcmenl proportionnelles aux differcnliolles 
d cosa, i/eos(3, d cosy, 

r(, cn passant ii la linuto, on lirera de la (orniulc (r i), 

02 ) ( osLrf cosy + cos MV/ cos|3 cos Nr/ cosy == o. 

Lola pose, eommc {’equation ( 12 ), coiuhincc aver la premiere drs 
equations (3), roproduira la form ill r (to), nous pouvons nlliriner 
ijiie les angles L, M, N,‘ determines par la formnlr (io), appartiennenl 
a line droile perpendiculaire au plan qui renferme la tangenlr monee 
par le point (.r.y, g), et qui est parallel e ii une autre langente iiiliui- 
nienl voisinc do la premiere. Done ce dernier plan ne differe pas du 
plan oseulalcur. 

Si l'on cessait dc prendre Pare s pour variable mdepondanle, les 
lormulcs ( 2 ) et ( 8 ) deviendraient inexactes on memo temps quo la 
seeondc drs equations ^ 7 ), mais les formulcs ( 9 ), ( 10 ), et par suite 
les formulcs (5), (G), continueraicnt de subsister; d’ou l’on pent 
conclure quo les equations ( 4 ), propres a rcmplaccr la formule (:>), 
subsisteraicnt parcillcmcnl. Au resLe, il est facile de verifier dirccte- 
ment cctte conclusion, .fin effet, lorsqu’on cessc de prendre s pour 
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variable indopendanle, on doit, dans la seconde ties lormules ( \ ), 
subslituer aux (liliTbrenlielles 


(P.V, (t l Y, iP'Z , 

l(*s expressions 

Or, si, apres retie substitution, on a ogard a la premiere ties for- 
nniles (/|), on verra la seconde re prendre sa forme, primitive. 

Quelle quo soil la variable quo 1 ’on considero nomine indepen- 
dante, on lire de la premiere des lormules (7) 


(ii») d,v d 1 ,r -I- dy d'-y -t- d: d'- z _= da d '.\ ; 

el, par sidle, la formule ((») pent etre rednite ii 

r.osL __ cosM __ e.osN 
dy d 3 z — dz d 2 j dz d 3 .r — d.r d 1 z d.v c/Q — dy d 3 .i 

= ± l - 

(/8l(i/ 3 je)*+-{d*y) 1 -h(d i s) i ~ (d l s) 3 f 



Dans le cas parliridier on Ton prend ,c pour variable indopendanle, 
el on I’on designe jiai\v', .s', y", z" les denvoes de’v et de - du pre- 
mier el du second ordre, on lire de la memo formule 


O 5 . 


cost, _ 
d ** d ■ 


<50 sM _ <50Sl\ 
- - 77'/ “ 

J 


\y'z"-y"z'y-+ ji + yy 


Les angles L, iM, N elan l determines par la formule (8), (V|) 
011 (10), il devienl. facile d’oblenir J’equalion du plan oseiilalcur qin 
passe par le point (a.-, t y, z). En eflel, si l’on designe par £, ~q, £ les 
e.oordoimces d’un point quclconque de 00 plan, on Irouvera [ en vertu 
de la formule ^G(>) des Prelirninaires | 


( 1 li ) (>• — .r) cosL H- (. 0 — /) cosM + (£ — - J’cosN =■ u, 

Oku fici eh C — b II, 1. Y. 
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\ I' P l.h: V I I « ■ V* l» I < V I > I I INI I N I I ! M M V I 


j m i ^ , cn :i v.i it I imaid .1 1. 1 I « ■ i mill'- > i j 

( l i i n/v »/ >1 ! * 


Si 1*1111 prrnail t |miiii v.m.itil' ui>lt jn i>*i .nf. , il i .i h • I i i • I i ii !■>) 
mull' I I I ) Mlli-.l Illlrr I.l I Ii 1 lit ll l<* It . >. < I p.H nth I > <|'1 ilunr -ill jii.m 
nsniliiirtii -><' 1 4 ‘tl n i r;i 1 1 .t 


u s I II >1 ■ '.I 


Soil main truant A' I am ml • i»» *' » 1 1 p*t 1 1 1 1 <<n n> ■ * Mil « j ■ j * pu It.) ! , 

varialih* v, < | n a m I mi pa*.sr iln pmnl > < , t , an pmnl 

. . A . . . \ . . \ 

l.'aiij'li' rom |ii'|s miln' It-. laiiprnlf. r\h. nn- • i . I’ u , inlH.inn til j., hi 
1 \\ sera rr (ju'mi iimninr Viinyji ,/• > . ll. j. ,i , 

IlM'Hli* :i II Ii* t‘l par iJ 1 *.M i J « I '* llili iiiiihmI j*»*l if ■ • < m I > i ; • nit. h , plan , 

nsru hil i a ii r*. i|iii nirrf .pmnlrnl ali\ ishmnih . <1. P.j., ,m, . i|nt 
rc\ h'lil an mriiir, milri* Im. pn jminli. nl.m i au\ plan dmtf i | 'ami 
las i| list ll 1 1 1 cm »•», ii lie pniiiTiiiil r\ .iiiniiti « m>j I iIhh.i iii * 1 1 ! i .1 «U" 
I'i'rlaiii't rn*. pari i i* u I i i* !*'■», **;i \ nir : la pi r in in • , lm ■ >j n» I . ■ . mu pit, 
I M,S|, |’ ^ ' liaiwra mi llllr ilrmlf. * \ ia ' . . mid. . i>n ,jn, . , (h . iim }.. 

*lr virmliii plain*. .Mais, mi primal. <•» .1 l» d. vai. m- 

liniim ilillm'milrs (If /cru, i'I I'nn pmlii.i *n din- anlanl di iiunh 
V‘rs Ichqui'llrs If. rappm i . 


A. A. 

pmnliilil ijiir I’arr ’ A* drrrnitra indrfiiun.nil IV. hunt. . (UI nmil 

m|Mivalmilrs, si I'nn mmsidrrr imr , mirln- plain*. 1'imr a I minn. 

1,11 I’iiulrr a /.m». '.mm.nl ;» .in « i dan . i..n ,1. , , 

M 111 ' nul|s appi'llrrmif. la fi/i'Wiur rl la w«*W# dr ia 

|iriipnsrr. Kn raison di>s di-uv ijh.* ihm* \ nmn . df mpna!.. , 

ioiUnminrlHMim n'md pas mimpriHf dam. mi plan -..* „ 
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double courbure. Si 1 ’on reproscnle par 

i i 

V * 

cos memos eourburos p, A seronl les rayons ties eerelos auxquols olios 
pourronl etro attriimocs, ol Ton aura, en vortu do oo q u i precede, 


i =.n„,(± '£), 

(,,) 5 

Lorsque Taro ± A.? est tres petit, sa cordo fax* + Ar J -+- Ac.- osl son- 
siblement perpemliculaire aux plans normaux monos a la eotirbe quo 
1*011 oonsidoro par los deux points {x,y, s), (.r -+- A.r, y + Av, ^ + Ar), 
olla plus eourlo. distance du point (.r.y, z) a la ligne d’inlcrsection 
(los deux plans ost sensiblomenl oquivalenle au rayon p. Iin idiot, 
soil /’cello plus courle distance. Si Ton trace un plan qui ronlorino la 
longueur r ot qui soil •pcrpcndiculuire aux deux plans normaux, la 
conic fax* 4- Ay J -b A - 2 forincra un irfcs petit angle avoc lo plan dont 
il s’agil, c’ost-a-diro* qu’cllc fonnera un tres petit angle avoc sa pro- 
jection sur lo memo plan. Done cetle projection sera oquivalenle ii la 
cordo mullipliec par un cosinus tres pen different do I’unild. of pourra 
etre represenlec par un produit de la Ibrme 

( r -t- I ) 

I ddsignanl uno quanlite infiniment petite. De plus, dans lo triangle 
forme par la longueur r ot par la projection do la cordo, Tangle 
oppose au cote /• sera sensiblemcrit droit, tandis cj no Tangle oppose ii 
la projection do la cordo sera precisement Tangle dos plans normaux, 
ou, ce qui revient au memo, Tangle w eompris entre les langentes 
inenoos par Toxtremite de Taro ±: A.y. On aura done 


sin 




sine.) . __ sin&) it A,? u\ 

( i -b 1 ) \! A./; 2 -b Aj> 2 -+- As 2 0 -h i ) oj fax* -+- A/*’ -+- As 2 — 


/' 



:|0S VP PI H. V I l()N ^ l» I I. \ I < 1 I INI IMIhhl \ l 

. Him I mi inmilirt’ r n li n i im'itf prhl . »■(, jui m i * » ■ . < h I.m ml > <*»« u i i 
J’jur 1 ,\\ \ri«. I,i IiiihIi' /no, “U liMtn.M.i 


i 

hm > 


Inn 




nil 

Inn/ 

re <|u'il liilliiil ilnnnnli it, 

II impnrlf il nlisi'iM'i- *| iii* In j'l in «. ■< itlalcui m. im j«.-i I, 

( ,r, i , . 1. f I mil M‘l l^l It 1 1’ til I’ll I jui'.if It'll' ,i I i (in < ulr ipu |. t r j. n !,• 

| MU 111 l.l’ I -i.C, V ■ Al , - I A t, •■«* I .l ill jlilrjii* i.( jnljnii 

tlirulnirr au\ |ihni^ nnrm;m\ inrm*>. p.n I. t|«‘ns .\h*nnfi . «{<• | *. t * . 

1 As cl ii leiir ruin m u in* iuln- «• hmi. l.i iinnialr >pn «• .1 jn i 

|ic*ilil ii'iilu I n* it relic r n||| ||i II Ilf llllft it l|n|l, i 1 -in i opt' |j. n»i . niHph 
Iii In n *f(ic»n r ;»r r«nnlr;i • rir.ihJr in * n t I,, in.iniah .usnj.it . 
flails It 1 plan nsrilliilftir, i *f>.l n ilnv ,i\ii l.i n • < 1 1 « i t f • - j.i i u. i j» <1> |l, 

ffllf rfiiiiinjiif el dr cf ijiir .mni' »!il . i *!>• n i! uilisnl.m 

inciil i|Uf, (mm* ublfitir If ijimhi , il ■ ullif .!>■ > .m him. |., i,muu,i|.’ 
prinripJilf fniTfs|mini.mlf :ui (mini i » , i, , . I .|. . h* u hi t i i pui h*<n 
ilf ffllf (Iritilf I'd III Jiritf e nil r If (mint f i , t , . » 1 ms plan u»i nu! tuli 

ti i nicti I rappriie Itf ih* la rlnnif fill* imm* , I t ia\.<n ,, in. <tn< >h - . p, 
inanifiT mi r la iininiuff pmiripulr. e ( >»■ •} it ' i.ii iiMliiini- ]■ he \ >>ti .A 
nnirfwrr dr In riitirlir prnpu-.fr, n-l.ilil mt ( ..nnl . . , * . ,, it r„„ 

apjifllf rrnl/r i/r nuuhutt ffllf ilr . »- \l i ciu i h »{ti i.n«»u.l< . .inlnm 
(|ui prill fll’f nnisitlrrcc I'nminf le point ■]« i.inmili. .h* |.« uuim.th* 
prinripalr rl i[’iin plan nnriual i nli n < in. nl niiMti ) «• .<f|. )»• ipu .« 

iliM’iiirr point [mtir mitrr fl If ia\nit <|r ...iiilnti.- |„,m 
Sf liuilHIif rrfc/r i/r routinin', mi ny>/»- m, ttUth or, || t>n< lm l.i . Minin- 

propuMT fl a la •niirhurc <|(i ‘<<l!i<. \juiif.iu, tjm , * |., l.h 

{(full 1 an jininl \ ,r, y, j j e | par la j*»* i {tniiiniilaii ,iti pl.iii * ulnhm 
nn Tail pnvsrr mi nouveau plan, In rrulrr «!,• mminii, .,-ia , winu 
miMil sihif, jiiir rupporl an nouveau plan, tin m. i,,.- ...in .pm I* p.uni 
(-( l-ii.r, r | Ay, a i A” ) rl i| lit* , par mil: rtjtie hi, «v » e ufi v » >>nn i 
flora tuujmirs nvrr I'nii pfiiuN tin ilmn a\f ihutl la m{ 
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dolerniinee par les angles X, u., v proprcs ii verifier la forniule (V>) 
rlo la seiziemc Lerun. 


fii, flans la valour do ~ fournic par liquation (19), on vcul rcm- 


placer la quantile infinimonl petite w par les angles finis a, p, y, on 
plutot par les dififeren tiellos do lours cosinus, il su/fira do roeourir 
aux formules 


rose,) — cos^ (cos« 4 - A cost/) -+- cosfi(eosj 3 4 - Acos( 3 ) 4- rosy (cosy 4- A rosy), 
1 ~ cos a « cos 2 (3 4- cos ! y, 

1 -• (rosV. 4- A coa«) J H- (rosp -t- A cosP) 2 4 - ( cosy -h A cosy) 1 , 
d esq 11 el les on tiro 


'l ( I — COSO) ) “ COS 3 <7 — cose/ (cos V -1- A COSO’) -I- (cosy - 1 - A COS V )'- 
- 1 - cos 2 (3-- 'i cos (3 (cos p 4 - A cos £3) - 1 - (nos{3 -t- AcosjS) 2 
4- cos 2 y — a cosy (cosy 4- A cosy) 4- (rosy -h A rosy )-\ 

ou, ce qui revionl au memo, 

c 

(■>.i) = (Acos?) 9 h- ( A cos(3) 2 -b (A cosy) 3 . 

ICn divisanl par As 2 les deux inembres dc cette dernibre equation, 1’on 
en conel ura 

/ sin i « \ a / w Y’ — /AcosecX* /Acos|3\ 4 /A cos y\- 
\ pi) / \dzA,v/ ~ \ A s / \ A.s / 1 \ A? / ’ 


puis, en Paisanl converger ±s vers la liimle zero, el, ayanl egard a la 
rorimilc (19), on trouvera 



On prouverait avec la memo facilite quo liquation (20) pent elre 
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ruo 

rpinpIaut'P par la suivanlc : 

r r/^rosEv- /V/oosM\ 3 f d c. osN\ 

m ■ a = | {-*-) + ( ~ar - ) - h (-as - ) 


I! rosiillp cvidcmmcnl ties formulas (a*!) el ('± f j ) «j im la premiere 
emir Ini re ^ esl generalemcnl indie, dans ie e,as oil las angles a, (3, y 
drviunnenl constants, (*(. la secomlo courbun 1 dans Jo oas oil los 

til 

angles L, IM, N deviennonl constants a lour Lour, cc qui s’aoeordo aver 
los remarques dojii failes. 

Si, dans la formulc (23), on subslitue aux cosinns des angles a, 
(3, y lours valours doduilcsde la Formulo (i), on Irouvora 



puis, oivdoveloppanl, otayanlegard a Poqualion (i3), 

, i ___|(rfVr)»+(rfM*)*+(rf 2 3)*- (</»*)* |* 

(a ’ p ' 7&“ * 


on, ce qui rovionLau memo, 


}_ ___ H j ( fU‘- 4- (ly l 4- dz- Hff/y )• + ( (PyV- + ( d'- s j - - (d xd\v H - //>’ </ 2 >■ -I- r/c z / 1 3 ) J 
p <4v J 

f ( f/j' r/- 3 — dsd 1 y) i -\- (dz d'-.r — dx d l z )*_-+- ( dx d-y — .r )- 1 *' 

— • " 

[( d) d l z — dz d\y )- 4 - ( dz d l x — dx r/ J ;) ! +( dx d\y - - dy d 1 x )- 1 1 
( dx 1 ■+■ dy°- dz- ) T 

Si Eon proud * pour variable independanlo, los formulos (20) ol (a(j) 
don n ('i*« nt 

/ a « \ , l _ {d 1 y)°--'r{cl l z y ]^ 

p ds- 

Mais, on prenant x pour variable independanlo, on lirora do la for- 




mule ( '>7 ) 


cam; i! i, i) i v !•' ic iuiNT i i?r 




/ 


(’Ml) 


) 'Z')- | - 3 J ) 

(i i .r # * l- z"-) 1 


1**11 li it , si, a purlir (hi poiuf (,r, v, r). on porle su r In eoiii'he donnep 
H sur sit (aiipfonlp, pt’olon^ees thins In mome sons, des longueurs inli- 
n i m ml polile.s, ponies it /, el si i’on nomine. « hi dislane.e roin ] > ri sr 
oilin' I os oxl fondles do ops deux longueurs, on aura, ('n vorlu do hi 
lormulp (’In) do hi hoonn preoedenle, 



v (‘laiil l:i viiriahlo i inlopoiidiinfo ; of I’on conrlura do l*r<] ii sil ion ( do), 
oonihinoo avoo lii furimilr ( 

( .li ) ■ (j lim 1 • 

On pouiTii dniio. i'iiihicit hi proposition suivimlo : 

Tiikoiiuii: 1 . Pour oblrnir Ir rayon Jr ronr hare J Hue rourbe vn an 
pain! /tonne, it sujjit dr. porter stir rrt.tr rourbe {■! sur sa tan genic, pro- 
ton gees Jans (r nnhnc sens, Jrs longueurs c gates vl injiniment prtilrs, el 
Jr divisor ir ettrre tie 1'nnr J' rites par tr double Jr tu dist<mre comprise 
enter tears ext re mites. La liuiilo du i|tiolioiil osl la valour exaele ilu 
rayon do o,nu flmro. Nous avintis dojh ulnhli op ihenreme pour los 
oourhos plum's; mnis on vo i (. qu'i I sVilpnd do mome a ux pntiihps ii 
don Ido ooui’hiii'p. 

Si run suppose (jup lo plan do.s x,y deviputio purnllele an plan us- 
oulaleur, los valours do eosLol p.osiM s’ovannuironl, ( anil is cpio oollo 
do onsN dnviendra opjale a L i . Alors on firersi dos formulas {f\) 

(.!•,>) Jz o, // J s o, , 

ol I’eqiuilinn so Irouvera rod u U p it 

(l}i ^ I , d,ed\y Jyd' l p' 

p (J.td I- dy ' 1 )’ 



U'N.ir u 1 1 1 \ ^ in i \ i M i i m i \ i i i *• m \ i 



( Id II I II M 1 i ■ (' 1 1 (’ ilrriiK'i f* ( • » I IM ill** ivi> If ,i1 i it i vi. hi, 

I.ituii, i’ Hr |irnii\ r <| iif. <l.i *i I li\ |"*t In ■ •: tii ■ . , !» > , >, • ► n . i . . . It | t 

lilt IT ill 4 hi i*»»M rlii* iluflltr I .ill i l> i .%••!* > i * - m . In. i i .J. I | , , 

(ll'lljellT MIT 1 1' | ll.l II ill' • » . I , "II. ' • '(Hi f • \ l< > I i ' I !!<■ Mi ' i I I- f.| ,,, 

n.M'iiliili'iir. Daillmi *. pi. m •!« i. ' i in, i < '. ! ' i ! ■ ;...il t , , 

ij tii 1 imii'. jimmi • lailt* 1 1 tiii \ i .i 1 1 1 < 1 1 • . i- ii |. j * . < ■ it! i, t 

ijiii* I’lMi f oii .hli'it I him, ii < I • 1 *n .pt* i • * .»• m * H |,un, s 
jiilh‘ ill' relic emiilic '.c ruiilinifl l"U|"Ut ,i \< • i.i t « • *n , t * !.> . ■ m l<« 

plane i| ii 'mi nliliciil cii piujfl.uil I.i >. in j.. n. .!. , 4 

Hr:-. ole.cnnl Mill'* I nil rn I ' •rill wit ii i * ’ I j .( I * )ii> ul I- (Hi i. im ijuc u ,*i , 
allmis «'* i m u i « • i 1 »* . 

Ttil.nm Ml. II. Ir ),t\on </• ./»/„*, . "ft * - • , ... / < « » » 

/'is'fxirc sc innftnnf Inil/iuiis in . • > \ . * , i < , > > , , , 

tie cniuhiu c tie erffe ioiti/n fx,iji! t i \in /* >>. /.m . ■, 

lil*** miiai'ijlll* ■. I.I I It". cl i|i* . .ii i|ii;i . immH mi . i > I, J . m* ul iiu 
rsi\ n M > 1 1 1 * ct i ll r I > 1 1 rt* tit", ruin In • plan. , jn u s > ». l < i . • • t , > i> jm tm s< i 
el chillies it ili". nui il ii". t| ii flfd n i j ii i' . cl ij j,. nr . \ t , *, . , ,j., . 1 1 . . j t( j, , 

|m i ii I '> si I iir * Mir ii lie c tin r I *f .i <1 mi life i < > 1 1 1 1 < u i « , j. s . ,u . . • > v < i J< u i , 

'll 1 ' H’lll" 1 llltl "II llllill I, fill fll.illl'f lull .Jin in- ni l. v a. ft I- . .m. I 

i’iis iiura ;'f iifiiilf nil'll I li< u. I •• it I •**. Ir |<»i .juc I . . »n, t < • »> 
If |iliin nsenliilrnr |u mi ji.niM -I mile- ■mu 

Nnns iilliiic iiiaiiiifii.mi i,| t | 1 |,,j U ,. 1 |, i.oii,,,), •, u, , ,J, , Jf .,» „ u „ 
IIMH1S I'lilhlies it mi ea>. purl if u 1 1 c r. cl inn p t . n.it.m j,,.in » mpl. 
riicl ice reprrseiilrr par It-. !>nmiilc- . {,, i|.|nn, u | . |im , 

iiiviiir : 

1,11 ' ll i ll n»/ . I! « 

Si, pilin' plus till fnmilUMllIf, mi ■ lippit r <| t W ,nH I , V m.,Mr n.4c 

| M' i m I ;i ill c , tm I i n 1 1 vc m 

(ri) \ fh i {,, «n /it//-, ,/» ii... /"f ( , c w n . 

I tl’.r ll . . ./ 1 ll • Hi , 
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on, cc (jiii r<‘ vi (Mi L an memo, 


(.ill) 

D-'t 

j A‘- 

l cos/; 

dy <h 

cos/* a 

//-■/ _ 
sill/* O 

- K dp. 

It dp\ 

(‘ 1 , par suite, 




U 7 ) 

ds ( 

1 

i -I- a- ) ’ It dj>, 

f/ J V 0, 

<:5K) 

r ns o' 

- sin/< 

cosfj _ cosy 
cos/> a 

;1- „ L - 

\J\ M ft' 


Homme, (Mi vim‘ 1 u do la soconde drs bqnalions (’>7), la dill'cron- 
liollo c/-,s ■ roslora 1111II0, quid quo soil />, tl (Mi resullo qu’on pourra 
employer los formiiles dans losquelles Taro .v esl pris pour variahli' 
iiidepondanlo. Cola pose, on lirorn dc la (ormulc (*J8) (soi/demo 
Leoon ) 

, , cos), (JOS/J C.OSV , 

c.o s/> sin/; 0 

dc la I'ormuie (j) combiner avec la Jbmmle (3(5) 

t eosL _ cosM cosN 1 

--a .sin /; (aw*/)' —i 

cl. dc I’cqualion (^d) combiner, avoc la Pormulo ( ‘58 ) 


<*■> r 

1 

\J\ -ha 1 


\ 

r dp _ 1 

1-1- < ls ' ~~ D -l- «Dlt ’ 



p -- (1 -I- <v- > It. 


l)c plus, 

Poqualion (i(i), qui reprosniilo le, plan 

osculalcui', doviendra 


a\{\ -- .r) sin/; -- ( n ~-,v) cos/; | S - s — <> 


cl pourra s’oeriro commo il sail : 

(',3) K— z^:a(fn\osp sin/;). 

4 <> 


UHuvres dc C. — S. II, l. V. 
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Klliill, I'lMi llli'ni |N* riM|ii.itl"H 1 ' | ' "Hill ,N '' 1 I l“»inni.‘ > t . 


I )) 


1 . 1 > 


I " 


\ 1 " 


'/•‘til / 1 , •'*< ” ' 

./, 1 > 1 


II I'H I'H'il’ 11 1 i !‘l il'uli *i‘l Vi’l* iJMr, :■! .1 1.1 f .ii i .1 l"llil!ll. • mi 

( sri/.ii'HM’ 1 .1*1*0 M ) dll I'lnpliiN.iil l.i l"imiil«* ( , f > > ,1/0,/, .**. , I. * I * <it 1 * 1 *' 
simile I lit' lil forilillliM «| ) •’*“ Itilllll.iH in I'M- *| U * , i 

I'm i Milisliliii 1 I’an^lo *• i!i*lrnimn‘ pnr IVipwli»»n 


( i«H 


ii hi i| mini ilr //. Ji*?* form till". ( |«» >, i | • » »*I * j • ■ • !» \ i* inii -nil i • }«< » h 


\ eiiimil 

i*i i* 1 

... \ 

( i, ) 

-in/ 1 

i n /> 1 .* ii ; 

i i i 

’ 

II 

111 i 

( ill ) 

a 

15 ,11... 
*»'i' ' V 

11 H'Milli* 

r v iclctii iimmi i i 

! i* In Inrimiir i l«i 

ill 1 riH’lin* mi pninl i .r, i , 

, i rnitii'nl** .in 


ill' f.i' pninf miii* 1'nM* ill*;. - , mi. n- <|ui iviinil ,m m.m- . .**•■« l.i v > m* 
rnlfii'i' ilf In MirliH'i' lii'lirimli 1 lepn-.i'uli*,* pm ! VijuntiHis 


IN) 


■f M ;n< I .i it. f ( 


( fin/' lji IriM/ii'inr l.i'i;i)il l, Doin' lr pi. in i|m p.p.-i* p;n . .•Hr ,«i in i.i 
I rii i* ''I piir Isi Itnijp'iifi' ii riii'lm*, iV-.l .i din*. mi innir . i* 

plan ipii In iir}i i* In Miri'an* h rl iron 1 ,m {mini i .» , \ . . .. i mihm.li ,» 
iinn'ssiiiriMnrnl avn* I** plan iisrnlnlmir i|«* Hu'lin*. On .mm mil .i In 
iiH'iitr i*niirlusinn on <*<ifn para n ( I't-af u at in n t \ » » n In immuh- n«|i 
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do la quatorziomo Lacon. Car, si Ton pose clans coLte formulo 
J' — |{ cos/}, v r= K sill/}, 

on rotrouvora preciscment liquation (/|3). 

(..’equation (48), qui determine lo rayon do courbure p, pourrail 
biro direclemont doduifo du theorem e 1. En cffcl, concevons cfu’ii 
partir du point (,r, y, c) on porto sur I’holicr ot sur sa tangcnlo, 
prolongbes dans lo memo sons, deux longueurs bgalcs ot infinimont 
petites, designees par i. Soil a la distance comprise entre les oxlro- 
mites do oes deux longueurs, ot supposons quo la premiere aboutisso 
an point do I’holico qui a pour coordonnees cr -h Aa\ v + Ay, 2 4 - Ac. 
La socondo aboulira sur la tan gcnlc on un point dont I’ordonnoo sora 
encore s-i -Ac ( voir le (heoremo 1 do la seiziome Logon), el, par suite, 
idle aura pour projection sur le plan dos x, v 

±; tnngy Ac. 

Soil I ectte memo projection. Commo on a genbralomeiil 

2 --- alip, tangy--!, 

on Iron v or a 

( a 1 ) 1 -- cfc langy Ac = ± L» A/}. 

Done la projection dont il s’agitsora cquivalento ii cello do fare ±A.s, 
o’est-a-diro a la projection do la longueur 

‘ • i --- ±A,i 

portee sur 1’hclico quo Ton considere. On pout ajoutor quo la pre- 
miere projection se comptera sur la langcntc an ccrclc represente par 
la formula 

( 53 ) 

Enfin, il cst clair quo la distance a, comprise entre deux points cor- 
rcspondanl ii la memo ordonnee, sera parallcle au plan dos x , y ct 
no differ era pas cle sa projection sur ce plan. Done, si, dans co memo 
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:Jl(i 

plan, on porta, a parin’ chi point (,i\ rj, siir la eereie at, siir sa lan- 
ganta pro I oilgas dans la mama sans, ilan\ longueurs inlin iinanl 
petites agalas a I, a sara la distance comprise antra las a\ I rami I as da 
cas deu\ longueurs. Cala pose, puisquo la rayon da aonrbnra du 
rarale ast preeisemenl la rayon It, on aura, an varlu du llieoreine I, 

It - lim -- -> 

■) K 

cl, comma ce Llieoromc donnara encore 


on an annelura 


p~ lim 


r- 

H 


jiuis, an ayanl egnrd au\ equations (')i), ^ 2 ) id (’^ 7 ), on Iron vara 
(lalinilivameiit 


»'•’ t = (1 

ca (pii s’aecorde avac la formula (/| 8 ). 


-i ‘r a ' 1 ■ cosae, 8 */ 



c: U.CM. IH FT KM liNTl Kli. 
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DIX-lUimi-liViM MWJOiN. 

MM I H 11 1 N H |(I\ \\ Vl.n lyi'l. IM > t.I-M'UC III: COl.lllll III Il’llM, CIMIIIU' (JITI CUM,!! II. 

mii ip. in' vi itii'iM p, ii’i.m i mimr {.irn.uiNOiif, i.r miu n si nr.vi.r (jri i.si n: 
i ur mom Jiiii,ii'i, in i i,s in'.vi i.ot , i , i.i ii. m.ii i.rs cnintiii s yin siwjr uscm . \ iiiici s 
mm in. i ’min' i.s i:,\ i'him iionm , 


Soil ,o In r:i\iiii do ooiirburo ; t‘ 1 1 1 1 p r.mi rlii* i| ttflrmui ur. roiTrsjHm- 
(I n it I ill! [miu! ( .!\ r, :•); soicii I /j, I* ins rimrdonndos do l’i‘\ I rr in i I r 
ilo it r;i\nn, ! i p p o 1 d n renin- <fc courhtnv, ol A, p., v los sm *?l i*p Idnnds 
iiM’i’ los <f <* in i 'JIM'S di’s nnnrdmnidrs pnsilivos pur hi liroilr ijiimht iIii 
[ mini ( ,r, r, ) iin [mini ( yj, l* ), On mini 


, t) \ s ** 

< i f rt)s/„ I'li'./i, cosv. 

;* e i> 

Do plus, on vorlu do on qiii ii did dil < pu^o hip), los iiii^Ios A, y., v 
sormil ddlormiilds pur hi 1'orin ii 1 1 * ( 1.‘* ) t sri/.i r in c* Croon), dims hi- 
q m pI J p i'ii it \ roprdsonlo hi vurinlde iiiddprndiiiilo. Or, si Ton u dpard 
;i rdijiiiilion ( “.'i ) do lu dix si'plii'ini' Cooim, on rnrmt naif rn «jim* oolio 
rormiilo |m*ii f .s'dctriri* oniiimo il stii! 


. * i 


rt I’on on liriTu 


ros), rosp i'iWv 
,f r ,/\v t/O: 


t •* ) 


i'll’.), 


<i' 


rnsp 



u 

#A** 


t'Oi'J 


^ tlx 1 ' 


On pmirrnil nnonro diuldir diroelrmonl res dornioros lurnmh's pnr hi 
mdlluidi* ijiii nous u oondtiilsmix dquntimis (Ml ) do hi soplidmo Croon. 
Coin posd, mi mini, on preimnl .v pour vuriuldo imldpondiinlo, 


1 \ 1 



n r * ■ ■ 

l/ \Y // J v 
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(‘l, par suite. 


il'-x ^d 2 y 


, d 1 z 

c ~ — P-, A ; 


Si I’uii cossait cl e prendre s pour variable indeprmlunle, on devruil 


mnplaeer 

d 2 x 

d 2 y 

d'-z 


W 

7 7s** 

ds- 

par 

, dx 

d-r- 

ds 

d <il 

a ds 

,dz 

d Jh 


ds ’ 

ds ’ 

ds 


el Ton trouverail en consequence 



d.t 

d~r- 

ds 


■ 4 

.dz 

ds 

((J) 

COS / -- 0 — ) 
ds 

COSp - 

= P- 7 ZT' 

cosv x 9 - 7(r 

(7) 

,dx 

, d Ts 
s J ~ p ds * 

(, -y z 

, 1 % 

0 ds 

" P ds ’ 

.dz 
d - 


puis, en rcmeltant pour p’~ sa valour tiree do la Pormule (27) (dix- 
septieme Leeon), 

i ds d l x — dx d- s . , 

^ ,r ( dy d 1 : — dz d 2 y)- 4- (dz d 2 x d.v d 2 z ) 2 -\-~(dx d 2 y — dy d l x j ’ 

dsd‘y ~ dyd ’-s , 

J ** (dyd 2 z — dz d‘y) l -\- {dz d 2 x — dx d 1 z )* -h (d.v d l y — r /yd i .r) i ’ 

f „ dsd 2 z — dzd 2 s 

' ^ (dy d'-z — dz d 2 y) 2 -\- (dz d 2 x — dx d l z ) 1 4- ( d.v (C l y — dy d 2 .r ) 1 ’ 


ou, ce qu i revient au memo, 


( 9 ) 


' Yj — Y — 


K ■- 3 = 


dv(dy d 2 x — dxd 2 y) + dz(dz d 2 x — d.v d 2 z ) 

[~dy d 2 z — dzd 2 y)' 2 -y-(dzd ! x dxd l zy 2 + (dz d l y ~dy'd l x )* 

dz (dz d i y — d y d : z) 4- dx (dx d 2 y — dy d 2 .v) 

(d) d'-z — dz d 2 y) 2 -\- (dz d 2 x — dx d'-z)-^- ( d.v d % y — dy d 1 x ) - 

_ dx (dx d'-z — dz d 2 x) 4 - dy(dy d 2 z — • dz d 2 y) 

(dy d'-z - dz d 2 y)-~y- (dzd}x~^dx d 2 ^^l^d^^lJW~xf 


(dx i -\~dy' i -\ dz'-) t 
(dx’ 1 4- dy ' 2 -1- dz x ). 


(dx 2 4- dy 2 -)- dz 1 ). 
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Dans lo eas parliculicr oil l’on premia? pour variable 1 independante, 
I( l s tommies ( 7) el (9) so rod ui sent a 


y' i " -t- z'z" 

(1 4-,)' J 4~ z"-)- 


v' . ff 1 „ 

C V ~ J “ r“ -o 


i Sf-sjr+ g+ri , , + + ,, ,, 

.1 J 4- - 


(10) . n ~ y — 


)') H- v" , ) w — «V) 4 - >" 


, -t- / S 4-V*) 5 ,£> ‘ ( j 'z" - /' s')* + s fl - -h /•* ( 1 + y" + z ' 2 u 


£ . . - __ ./ 


/(y's" -y';') + ;' 


(1 4 - r'-4- z' 1 ) 1 


y' { v'z"- y"z>) 4-," , 


On poll L (Mil ploy or indifioremment los Ibrmules ^7), (8), (y) on (10) 
pour determiner los coordonnees vj, ‘C du ccnlro do courburo. Ajon- 
(ons quo cos eoordoiuieos vorilicronl on general lo systoine dos trois 
equations 

1 (£- + 

(11) I (; -- .r) dx 4- ( n — y ) (f,y 4 - (? — 3 ) f/z o, 

* ( ■ — ,r) d 2 x-\- ( /] — j ) (Py + (£ - 3 )(Pz - tlx* - tty* ~ r/s 3 - 0, 

don( his doux premieres soronl ovidemmenl satisfailcs pour Ions los 
points (S, “/]» C) sillies dans lo plan normal ot a la distance p du 
point (a:, y, z), Quant h la dcrniorc dos formulas (11), on pout 1’eta- 
blir, soil on ajoutanl los lormules (8) rospoctivcmcnl multipliers 
par (Px, d-y, d-z, soil on ajoutanl los equations (1) npros los avoir 
multipliers nirmbro a membre par les equations {(5), el simplifiaiil 
Tequalion resullanlo a I’aido do la fnrmule 


. ( i — .r ) dx 4- (•/]—/) dy 4- ( X — z ) dz -z o. 

II. esl essenlirl d’obsorver quo ion relrouvc In second e el la iroisidme 
des for mules (11), lorstfu’on dijjer.enlw la premiere el la seconde , en 
ope, ran! com me si les trois ineonnues £, Y}, 'C elaienf des (j nan tiles con- 
s' tan les. 

Quand lo point, (a?, y, z) viont a so deplacer sur la courbr donnre. 
lo centre do courburo so deplace on memo temps. Si lo premier point 
so incut, d’u n mouvemcnl oontinu sur la courbo dont il s’agit, lo 
sreond decrira uno nouvollo courbr. Or, pour obtenir les equations 
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do rt'lU 1 dermoro, il snllira <»vi<k*m nirn t dVxprimor on fonriimt tPum* 
m'hU 1 variable .r, on r, on s, elc. Ins valours do <*, r r ‘C liroes tit's ior- 
ltniles^), |>nis dYdiminor cel to variable outre los Inns formtiles. 
Lt‘s deuv ('({nations rosulfn n 1 do I’elimination no ronformernid plus 
quo Ips fro is variables 2, /j, '( of rcprcscutcroni (irooi.sonionl la ligne 
(jin' sera lo lion geomdtriquo do. tons los centres do eoiirbnrc do fa 
hgno don n oo. Pour clablir los prine.ipalos proprietes do rollo liguo 
on diflorontiera los doux premieres dos formulas (it), on laisniit 
varior Ionics los quantiles qu’ellos re n form out. 15n operant ainsi cm 
Iron vora 

('•■>) U' J')cht-\-{K *)<■ a <{<> 

ol 

{ »•* > d.v di (ly tin -i- dz </£ — o. 

Il suit do I’offualion ( id) quo la langento, moneo ii la ikmivoIIo eoiirbo 
(inr lo point (J, vj, 0 /brine un angle droit avou. In laugenle iiionbe it 
(a oourho donnee par lo point (x,y, s). Done la (niigoiite ii la nmi- 
vollo courbo oal comprise dans lo plan normal a la emirhe proposin'. 
ID* plus, si I on nomine ; 1 arc, do la nouvollo oourlio oompris onlro un 
point fixe ot lo point mobile ( 2 , yj, £), on aura 

('') dn + do' + d??: rk\ 

ol bon tircra do l’dquation ( 12 ) 

( 1 5> 4 - L~i 5 fg 4 IrJ a J! . S- 5 <K 

c/i p P "‘'p"'</s' 

»!■, il result? (ividemmonl dc cettfc derniorr I'orimilu i,iic lo rupporl 
116 ) ‘ dp 

C/i 

‘‘■ sl c< I um,leiit »« cosmus do. {’angle aigu on oblus forme par i u rayon 
de courbure p avec la langento a la nouvelle cowrbe. Qnarnl la pr<>- 
posee est plane, cede Ungente seconfond avec lo rayon dc courbui'e 
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ou avec son prolongemont, ct par consequent le rapport ^ se reduit 

au cosinus (Fun angle nul ou au cosinus tie Fangio it, c’ost-a-dire 
a dz t . On a done alors 

dp ~±dq, 


et Fon on conclut, comme on Fa fait dans la seplieme Logon, que 
Fare dz A? ost la difference des rayons do courburc correspondant a 
ses deux cxlrcmil.es. Mais il n’en esl plus dc memo quand la courbe 

(lonndc ccsse d’etre plane, et, dans co cas, le rapport ^ oblient gbnb- 
ralornent une valeur numerique differente dc l’unite. 

Ooncovons mauitcnantqu’un til inexlensible d’une longueur connue 
soil fixe par une de ses oxlremites on un certain point do la courbe 
proposec, et quo ce til, d’abord applique sur la langcnte monee a la 
courbe par le point donl il s’agit, vienne a se mouvoir en domeurant 
toujours tondu, de telle sorte qu’unc partic s’cnroulc sur Fare ron- 
ferme entre le point fixe et le point variable ( x , y , s). L’autre partic, 
qui rostora droito ot touchera la courbe donneo au point (a?, y, z)> 
sera lerminee par un point mobile qui clccrira une nouvello courbe. 
Cola pose, on so trouvera naturollcmcnt conduit a designer ces deux 
courbes k Faido des denominations doja employees dans la scptieme 
Logon, page nG. Nous dirons on consequence quo la scoondc courbe 
cst une dcveloppanle de la premiere et quo la premiere est une dcvc- 
loppec dc la scconde. Lours proprieles rospcclives peuvent etre lacilo- 
ment etablics par la mclhodo quo nous aliens incliquor. 

Soient £, r\, 'C les coordonncos clu point do la devcloppanlo qui cor- 
respond au point (cc, y, z) do la devcloppeo et 7* la distance entro ces 
"deux points. On aura evidemment 


(' 7 ) 

ou 

(18) 


__ n — y ___ Z — z _ 
dec dy dz c/s 

l — x ___ ■(] — y ___ Z ~ z 
dx dy dz ds 


la formule (17) dovant btro adoptee lorsquo la longueur r sera 

OEuvrcs de (?. — S.ll, t. V. 4« 
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■ n i 
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ih 
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U 4 1 ; 
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■ ii 1 1 , 


II ri'MitlM ilc ci'lli' ilmiirn* riiimnli* ijm* li-«. Lntmil* - m« iu « j hi h 
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roll pen l a angles droits. Done la tan genie a la dcvcloppde esl toujourx 
normale. a la deWlnppantc. (lot to proposition , quo nous avions dejii 
dtablie pour los rourhos pianos, s’elond, romnio on lo voi I , aux 
rourhos ii (loul)lo eourburo. 

Dorsque la dbvrloppce osl comnio, I'omnic nous l’avons suppose 
dans oo qui precede, il sulTit, pour oblonir los equations do la dovo- 
loppnnto, do substituor dans les formulos (24) los valours do j’, r, ^ 
expriniees on (unction do do roinplaoor on outre r par oip.v, puis 
d’eliminor .v ontro cos memos formulos. E11 olfot, on parviondra de 
ootto manioro a deux equations ontro -q n'C qui reprosonteront 0 m- 
dominonl la courbo deorile par roxtrdinild, do la longueur r. 

Suppose ns a present quo I’on ehercho, non plus uno duveloppanle, 
mais lino ddvoloppbo do la eourbo a Uiqucllc apparlionnont los coor- 
donndes variables ,v, y, z. Si I’on appollo £, q, 'C los coordonnocs dn 
point do ootto ddvoloppoo qui oorrespond an point (m, v, s) do la 
ddveloppanto, ot si I’on ddsigno toiijoiies par /• la distance outre cos 
deux points, on dovrn, dans la formule (a 3 ), remplaccr ic t y, z par 
■q, ot rcciproqiicment. On aura done 


(*«) 


■£_— l _ ,r ■ ~_p 

d\ ' di, 


el, par consequent, 


3-J__ r 
d\ ~ dr 


(■*!)) 


dn—(n—f)~y 



On aura do plus 

{;*<>) (c-=) 2 “r 2 . 

/ 

Si Ton differentia trois Ibisde suite {’equation (do) on pronanl fare x 
pour variable indepondanto, ot ayant dgard atix formulos (29), on 
Iron ve ra 

( (q — tr)d.r H-(-O-j') dy -I ~{* — z)dz — 0 , 

(3i) 

( U~ ■*) d x x -f- ( ‘a — y) d l y - 1 - (? — ~) d'z -- ds 1 , 


(3a) {l~x)cl{rd-x) -t~ (n — /) d(rd'y) -+- — z)d(rd*z) = o, 
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puis on en conclura 


* _ 'd — v K — '' _ 

/ ( / d l z ) — dz d( / d 1 y ) ~~ dz d (rcdx)~ dx d ( /• cd z) dx d( r d 3 y ) — dy d ( r d l x ) 

di- 

//- )•[</) d i / d J z) — dz d(rd i y)J -+- d l y[dz d(r d-x) — dx d(r (dz) | -|- d i z [d,r </{r (dy) — d) <i ( / 


( t/) d(rd'-z) ~ dz )]*-+• [ dz d[rd l x) — dx d ( r d l z )] 2 -h j dxd(r (dy) — dy d{r d x ,/ }| f 

r 

id‘> 2 \[d(rd i x)] 3 -h [d{r d 3 y)Y+ {d(rd l z)Y\ — [dxd{r d 3 x) ■+• dy d( rd*y ) -[- dz d( r <d z) |’ j ' 


On tircra do cello do micro formulo, on conversant doux dos fractions 
qu’cllc renfcrme, ct elevant ehacuno d’cllos au cam's, 


dd^di j - 

r 3 

~ -j-, (dx (dy (dz — dx (dz d\y dy d'-z d 3 x 


[ dx d ( r d- x ) ~ \- dy d( r (dy ) - 1 - dz d ( r '<1 ‘ z ) J 
— dy d 2 x cdz -i- dzd-xd'y -- dz (dy t/'.r) 8 , 


( 


ou, ee qui revient ail memo, 


ni) 


d'- } 


(dxy 
ds 3 ) + 

(dx d'x 


+ 


cdz 


V 


dr 


( is 1 ds 3 , |- 


-r 


d\r" 
ds 3 


ds- / J dy 

d*V d a y d~ z (dz\ dr 
ds l ds 3 ds l c/s 3 ) ' da 


(dyy 
dy ) ' 


£ = V (dx cdx 
dx 3 ) \ ds- ciy 


dy ( -dy _ dz (d 
ds ds 3 ^ ds ds 3 


( -- dl y d3 z ~ clx d '~ z (/3 v -+- d y cp Z(dx — dy d l X (d z 4- (lz d 2 x d 3 y — dz <d y d ' x \ 
' ds 8 ’ ‘J 


Si, dans liquation (33), on substitue pour a?, y , G Jours valours 
expnmoes on fonetion dc j, olio no ronformora plus quo la variable .? 

et 1 lnconnue avec Ic coefficient diffierentio! ~ ol sora ce q-ii’nu 
nomine une equation dijfirentielk du premier ordre outre roXs. Or, il 
resulte dcs princpes du ealcut integral qu’on pent salislaire a cnUe 
equation diffierentielle on prcnant pour ;• unc iniinitc de functions 
10 * com ‘ s l )on dant aux divorsos valours quo pout rocovoir uno cor- 
tame conslanlo arbitraire. Si, apr6s avoir determine Uunc do oes 
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fonclions, on remplaee dans los formulas (3o) ol (3i) los variables cc\ 
y, z, r par la seulc variable s, il no restera plus qu’a climiner s cnlro 
(M's formulas pour obtonir, (‘litre Ics eoordonnoos $, 7). deux equa- 
tions propres a representor une ddvcloppdc do la courbe quo Ton con- 
sider!^ Cola pose, il eat clair quo cello courbe aura une infinite do 
ddvoloppdcs qui corrospondront aux diverscs valours do r, on, co qn i 
revionl au memo, aux divorses valours do la conslanto arbitraire. 
Ajoulons quo loulos cos dovoloppoos scronl situees sur la surface a 
laquolle apparliondra l’equation on yj ot(produilo par l’olimina- 
lion do .v ontro los formulas (3i). 

La surface dont nous venous do parlor, ou 1c lion goomelrique do 
loulos los dovoloppoos, jouit do plusiours proprietos rem a rqu abl os 
quo Ton ddduil facilomonl de.s equations (3 1 ) , ou, co qui revionl au 
memo, dos suivanles 


(3/i) 





, v . d*x . 

U-*> + 


. d 3 y , .d 2 z 

ds* ~ 1, 


D’abord, il esl clair quo, si Ton allribuo a fare s et aux quantiles qui 
on dependent, c’esl-h-diro a 

dx riy dz d*x d 2 y d 3 z 
’ J ‘ z > J > <7,9 ’ (Is ’ els 1 ds l> ds- > ds 

dos valours dclormindos, los equations (34). dans losqucllos yj, '( 
resloronl seulos variables, reprosen leron l deux plans don l la com- 
mune intersection sera lino droilo comprise dans la surface dont il 
s’agil, Done cotto surface renformera lino infinite do droilos corres- 
pondent aux divorses valours do s cl sera du nombro do celles quo 
I’on noinme surfaces re glee’s. On pout observer, d’aillours, quo la pro- 
micro dos equations (3i) ou (34) ost precisomenl cello du plan 
normal mono par lo point (x>y t z) a la courbo donneo. Quant ii la 
seconde dos equations (34), on pout, on vertu dos formulcs (3), la 
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Done cctte normale e l la langcnlc menec par lc point (.r, y, 5) a la 
courbo donneo sont deux droilos paralloles. Done, puisque le plan 
tangent mem* par le point (£, yj, l) a la surface reglee doit ronfcrnior 
la generatrieo do cctte surface et, par consequent, le centre do eour- 
biiro do la co url)e propose o, il coineitlera noccssairnmcnl avec le plan 
mono par co centre perpemlieulaircmenL au\ deux droi Los, e’est- 
a-dire avec le plan normal ii la courbo. II suit do ces observations 
quo chaque plan normal a la coiirbc touehera la surface reglee dans 
tons les points do la generatrieo par Iaqucllo il passe ra. Done, la sur- 
face don I il s’agit, c’osl-a-tliro le lieu do toutes les devcloppecs do la 
courbo, sera line surface developpable. 

II est ossenticl do romarquor quo risqiiiil ion ( 4 ») eoineide avec 
requation (ay), do laquelle on la doduil, on substitnant aux dilfe- 
ronliolIoH dot, dy, dz, lours valours tiroes des Ibrmulos (^7), savoir 

<?'(*)'&. y!(*)d* t 

et supprimanl ensuite le faeteur ds eommun a tons les tonnes. 

Nous obsorvorons on outre quo, dans le cas oil la variable s cessc 
d'etre indepeudante, il sullit, pour oblcnir la secondo ties equa- 
tions ( 3 1 ), do didorentier la premiere, puis d’avoir ogard a eelle-ci of 
aux formules (29). On pout on eoncluro quo l'eqnation on $, Y) ot£, 
produitc par l r 61 imina 1 ion de .9 outre les formules ( 3 i), ropresentera, 
dans tons les cas possibles, la surface qui sera le lieu geometrique 
des developpeos de la courbo donneo. Enfin, coinme les formules ( 3 i) 
sc confondonl avec les deux premieres formules (rr), on pourra 
encore alTirmer quo cctte surface passe par la nouvclle courbo qui 
ost le lieu geometrique des centres de courburc do la proposee. 

II serai t facile de prouvor dircotomonl, et sans rceourir an calcul, 
quo la surface developpable qui touche conslamment le plan normal 
a lino courbo quclconquo est on memo temps le lieu des devcloppecs 
do cctte courbo. Cost, on effot, ec quo 1’on pent domonlrcr li l’aido 
des considerations suivantes. 

Si Ton fait roulor sur unc surface developpable le plan tangent ii 
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il i*sl clair < | in* cello linin' sera mu* seennde lielico, comprise, amsi 
i|m* la pi*<* in iore, dans la surface hr I ic.onh' <]iii a pour ri| u:i( i<Hi 

r,v) ;; 


el (niece sur mi cylinder ilroil <|ui a pour Imsr, ilaii^ le plan ties ,r, v. 
tin eerrlo <lrr ri I t! r I’originr eomino eoulre aver mi rayon egal an 
prmliiil // a ll. Nous poiivions aisemonl per voir re rosiillal, puistpio 
nous savous <| u r , pour olilrnir It* renlre tit* rnurl>uro mrrespondanl a 
uii point (.r, u, 3 ) tit* I’hclioe iloiuiri 1 , il siillil ( rnir la dix-seplierue 
l.opou ) tic purler sur la f'onoralriro do la suiTarc lidliemde, it parlir 
tin point ( .»*, y, s ), la Init^iiiMii* p (1 l a' ) It, cl, par cunsctjiieul, h 
parlir tic l’a\c tin cylinder, la loii^ucur ^ 11 <t J II. 

Uiianl shin fo rin 11 lt*s ( Jo ), (.’It) cl ( Jo ), cllcs sc idduiroul, dans li- 
ras presold, la premicro it 


i'|N) 1 n 8 all ( 1 et)s/) I /isin/») 1 II* 1 ( 11 ll/»)' ! / ! , 

Ics deux suivaulcs ii 




( ^>iu /» n c<is/> <i{ •; • »/U/o. 

| i, cos /i i /( sin /> /dll, 
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(.’m) ( ,• net/t l ft-un/* I (tu'im/i i sin /')/’»//• <>, 
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m APPLKMTIONS l)U CALCUL IN1*'I NITKS1M V L. 
ou, no qui revicnt an memo, 

(53) -pJL=zdp ± ^ ' “7 i " 

S'l + a- ^ _ H i ('+^) 3 j 2 

I! pj,t facile ilc s’assurcr quo lescoordonnersdu centre deoonrlniro, 
c’esl-a-dirc Jos valours Jo 5 . *]. I fo u rnios par les equations t/p), 
MU’ilicnl Jos formules (49). Si, J’aillours, on ajoute 00s lnrimiles, 
a pros avoir elove an cam 5 Jos deux meinbros dc chacunn d’ellos, on 
Iron vo ra 

(54) <7 + « 2 (? - ffH/OS * 


el, par consequent, 
<53) 



1 



puis, on suhsliluanl la valour prececlente do p Jans la seeomlo Jos 
formules (/19 ), on obtiendra liquation 


( 3U ) 



4- 0 sill 



cos 


/P-^-n 2 
V «'-It 2 



K 


\ C0S alI J S in \ « 


£ 2 4- r, 2 


\\* 


-h«Ml 



Cello dernibre equation, etant cello qui resulte Jo lYliininalion 
dc//cnlre los formules ( 49 ), rcprescnlc la surface dbvoloppablo qui 
touche eoiistannnenl le plan normal a riielice proposbo, ot qui esl le 
lieu geumotrique Jes developpees de cettc courho. Ajoulons quo, 
pour oblcnir lus deux equations d’uno dc cos developpees, il suilira 
de joint! re a la formule (50) eelle que produit l'oli min uLi on do p 
outre les equations (48) ct (55), apres qu’on a substitue dans liqua- 
tion ( 48 ; une des valours de r qui vorifient la fonnulo (53). On pout 
J ailleurs, dans la recherche donl il est iei question, roniplaeor la 
formule ( 48 ) par la suivantc : 
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a laqucllc on parvicnt on Combinanl la formulc (/| 8 ) avoe IVq na- 
tion ( i'|). Quail l a I’oqnalion (53), on pourra la presenter sous la 
for in o 


(38) 


ft , R(i - 1 - a-) 

. —j=r. j> ± arc cos 

-\-a- r 


— o, 


i’ L Ton on conchira, on raisonnanl comma a la page i t5, 


(•»)) 


ft H ( t -i- o’ ) 

— — - — - p -r. arc cos— 

Vi + h j r 


o. 


Done la difference finic do I’exprcssion 


\! i -i- ft 


p ±l arc cos 


R (i 4- o 3 ) 


s’evanouira, on, on d’aulros Lermes, colic expression conservera lino 
valour eonslanlo, Ian d i s qu'on fora varior Dangle. p. On aura done, on 
dosignanl par 3 uno eonslanlo arbilrairo, 


a H ( i 

• : . ■ p ± fll’C COS — 

\/ 1 -H a* 


« n -) 



on, co qui rovionl au memo, 


(do) 


R ( ! -h ft ! ) 


COS ( G ~~=^ ^ 

V \'i ■+■«*/ 


Cola pose, la Commie ( 07 ) donnora 


((>.) 




I -h « 2 


(©-y5L) 

\ \/i-» -W 


COS' 


Si, dans colic dorniftro, on subsliluo la valour do p livec do J’equa- 
lion (.)/|), on Irouvora 


(b'O 


._= r cos U- . . * . ± 1 

c*r fr+«-R ^ \ K^/h-k* «R\/i4-«- / 


La formulo ( 62 ), reunie a Dequalion (5G), determine, pour eliaque 
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valour particuficrc do (a constant 3, uno developpde. de Tludice quo 
I on onnsidorc. 

It no sura pas inutile do remarquer quo la plus polite des valours 
do /• lournies par {’equation (Go ) est toujours egale an produif 
( f ~r tr )H, e’est-a-dire au rayon do courhuro, el correspond a uno 
lalinile do valours diverscs do Tangle p, dent Tune est equivalent!' au 
rapport, 

a 

Si, pour abrogor, on designe par P co menu* rapport, on, en d’autres 
termes, si Ton pose 

((») P ,, ? \ 'i + a* 

a * 


los equations (Go) et (Gi) deviendront rospeelivoinonl 
t04) 


! <(» + «*) 


cos 


el 

(«>) 


c 2 4-y)-'=« 2 H 2 


\/i -i- a* 

t -I- re 3 
\/ 1 -f- «* 


Knfin, si ion combine liquation (65) avoc I’equation (5/,), on 
trouvera 


m 


c -««/,=*(, + lan(i ° LP - £ j . 

V/ 1 Cl 2 


On pourrait rem placer les Ibnnulcs (56) cl (fla) par In syslimio .lea 
ormulcs (4 0 ) et (66). Si <ie ces dcrnifcrcs on (.ire les valours do 5, y, 

et , expnmees en fonclion dc p, on obliendra trois conations com- 
prises dans la fonnule 


« sin/? — a cos/) 7 =*(i-ha*) i Htanfi:-4?r^ = s^ 

V i -b-a 1 

<jm pent, a elieseule, representor chacuno dcs devcloppcosdo I'l.ciice 
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[I rbsullo evidommont do I’oquaLion (67) quo Ics ooordnnnbos H, vp 'C 
do ehaque devoloppbe dovionneiiL infinios, Loutes los fois quo 1 ’ a n i» ! c' 
oblionL uno valour do la forme 

(,iS) / .~Pi ( ,„ + l) n£±^, 

‘ -\ a 


n dosignanL un nombre onlior quolconquo. Do plus, Landis quo 
Dangle p converge vers runo do cos valours, lo point (£, yp£) no 
eosse pas d'etre si Luo sur la surface deyeloppable roproseuloo par 
rbquaLion (.TO), oL s’approche indefinimonl do colln dos generatrices 
do ia memo surface a Iaquollo apparlionnonL los equations (/iq), 
quand on allribue a p la valour donl il s’agil. Done oliaquo devo- 
loppbo sera oomposee (I’lino infinite do branches qui sYlendronl a 
rinlini oL dout chaoune aura pour asymptotes deux general ricos do la 
surface (n(>), 

Ohsorvons onooro quo, si Don nonrnio e‘H ot ft' los eoordonnees 
polairos do I’une do cos dovoloppuos projeloe sur io plan dos.r, y, on 
au ra 


( Og ) £ -- A COS ft\ Y) rr ,'ft sin ft 1 , 

oL qu’on consequence los formulcs (/19), reunios a Pbqualion ((>()), 
donnoronl 

( «'U s i 11 ( /> — ft 1 ) u(i 1- a -) 1 II lung 7^ — 

(70) + 

( ol oos( p — ‘l') -t. — «Mt. 


Lo syslerne dos dqualions (OG) oL (70) pout elro employe avoc avail- 
Lage dans la recherche dos propriotbs dos dbvoloppbcs do I'hblico. Si 
1 ’on pose, pour plus do simplicity, P -- o, cos equations so rodui- 
ronl a 


(. 7 ') 


| (1 -hfl 3 )* H mug 

1 .‘/l sin (p ~~ ft 1 ) :=± rt( 1 + «*)* K Lang 
( .'il eos(/; — ft 1 ) =— « s lt, 




l 


1 
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ot representcront celle des clevdoppees sur laquelle est sitin'* !o 
centre dr courburr correspondant au point do Plidiee <jui coincide 
aver Porigine. Ajoutons quo, pour revenir ties formules (71^ mix 
formuies (. C>G > ct (70), if suffit eviclemment tie rempiaeer (es quan- 
tiles 

p, $ el C 

par los differences 

p - P, <F-P, K-a HP. 

Or, fa substitution do i’anglc p- P a Dangle /;, el do PordonmV 
s-rtRP a Portion n 60 est precisement colic tju’i! convienl (Pdloo- 
(uur L )0ur f ! u0 courbe a laquelle appartionnonl los trois eoordon- 
noos ja e t so cleplacc clans l’ospaco do Idle sorte quo ohaqiio poinl 
decrive tl abort!, on tournant autour tic Paxo tics c, uvoc un mouvo- 
ment do rotation direct, si P est posilif, Dangle 4- P, oh avoo nn 
mou vcmcnL tie rotation retrograde, si P ost nogalif, Dangle — P, <>( 
parcourc ensuite, on glissant sur uno paraJido h cot axe, hi Ion - 
gucuraRP clans 1 c sons des 5 positives, on la longueur — a\\V dans 
k sot)ii dos ■* natives. Done !e emplacement dont il a'agit suflit pour 
transformer la devdoppee quo representent los formules (71) dans 
Pune quelconquo des autros clevdoppees do Phelice. Done toules cos 
devdoppecs sent des courbes semblablos outre dies et superposables. 

Aj ou to ns quo, si Don attribue a P I’uno des valours comprises dans !a 
fbrmuic 


(73) 


P = ± ( 3 ;i •+- 1 ) - , 


CO seront Ics clivorsos I, ranchos do la premiere ddveloppoo mil so 
trouveront, on vorlu do deplnccmont clftnl nous avons pnrld, super- 
posers los ones au* autros. Done toules los branches d'une memo 
t evclnppee sont scmblahles antra olios. Cos propriolcs romarquabloa 
dos developpoos de l’helice tiennent it la forme reguliero do eelte 
courbe, qite Ton pout superposer I, ollo-momo on Ini imprimanl loul 
a la fois un double mouvement do rotation autour de 1’axo dos 5 H do 
translation paralfefement a cet axe. 
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On dil quo deux courbes a double courburo sont osculalrices rune 
dc 1’aulre, on un point qui lour est commun, lorsqu’elies out on ce 
point, non sou I omen t la mV; me tan genie, in a is encore le memo cercle 
osculateur, ot par consequent le memo plan osculatcur, la memo nor- 
mals prineipalo ot la memo courburc. Alors lc contact qui existo 
entre I os deux courbes proud le nom d 'osculation. Cela pose, on e la- 
id ira lacilomont la proposition suivante: 

TnfimiKJiK 1. — Goncevons quo deux courbes a double courburc soienl 
represented! par deux equations entre les coordonnees reclan gulaires 
x r y, 5 , el que Von preiine l’ abscissa x pour variable iiulependante. 
Pour que les deux courbes soienl osculalrices Vane de V autre en un 
point commun corrcspondanl a V abscissa x, il sera necessaire el il sujjira 
que les ardon tides y, - relatives a celte abscissa et lairs derivecs du 
premier at du second ordre , cesl-d-dirc les six quantiles 


(<> 




, dy 

''-7 1 


7 " tlx** 



(P z 
d.v i 


conseivent, dans le passage d'une courbc a V autre, les monies valours 
nu/ncriques cl les tndmes signes ('). 

Demonstration. — T5n olTot, si cos conditions sont vcmplics, les 
deux courlx's auronl ovidommenl un point commun corrospondanl li 
Tabscisse re. De plus, on conclura de ce qui a 616 dit ci-dessus 
(seiziemo Logon, p. a<) 2 ) qu’ellos out la memo, tangonlc, el des 
formulos (to) qu’elles out le memo centre dc courburc. Done, par 


Co thuoreme, qui subsislo g6ndralomoni lorsquo los qiuintiuSs , /, s', s" 

conservent, pour lo point commun mix deu\ courbos, dos valours finios ot fou rn it, sont 
uno valour dolormindo du rtiyon do courburo p, osl sujol a quolquos exceptions. II pour- 
rail cossor d’ftlro vrai si Ins monies qualities, on quolquos-uucs d’oiilro olios, devonaicnl 
mfinics. Alors los valours do £ — r, — j-, s, donnfles par los dquallons (io) ot lo 

rayon do courburo p, pourraionl so presenter. pour 1’uno ot I’mitro courbo, sous la forme 

— i ot vanor uoannioins dans lo passago do la promiorc courbo a la aecondo. Au rcstc, la 

CC 

remarquo quo nous faisons ici ost applicable non soulemcnt aux courbes a double cour- 
buro, mais oncoro au\ courbes planes, ol par consequent an llieorcnio I do lahuiliomo 
Locon. Effect ivomcnl, co Ihouromo scrait on dtifaul si les courbos proposdes so redui- 
saionl aux courbos ( 5o) dc In ])ago i5a. 
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biulc, files auront encore le memo, cerclo osculateur. HOci j>imhj u 
incut, si les deux courbes son! osculalricos Tune do I’autre an point 
dont I’abseisso esta;, non sculeinenl les quantiles 

J itx ■ (lx 


devronl rosier les monies dans Ie passage d’nno courlio ii rauiro, mais 
on pourra encore on dire autunt du rayon do courburo p, ainsi ({in' 
ties coordonnees l, yj, X, du centre do courburo, cl, par consequent, 
des quantiles y", z", dont les valours, clclcrminees par le moyen lies 
equations (io), sc reduisent a 


f?3) 



n-~y- y'(Z,~x) 
P s 


0 +/*+ »'*). 



p s 




Corollaire. ~ II suit du theoreme I quo, dans le cas oil deux courbes 
a double courburo son t osculalriccs Tuno de 1’autrc, on pout on dire 
aidant de lours projections sur eliacun des plans eoordonnes, el 
meinc de lours projections sur un plan quelconquo, puisqun I’on 
pent fairc coincidcr le plan des a?,/, par cxomplo, avec u n plan quel- 
conquc clioisi arbitrairement dans l’espaco. 

be theoreme I etant demontre, on on deduira sans peine, on rat- 
sunnant comnic dans la huilieme Lceon (p. 128 ct i2q) une autre 
proposition quo I’on pent cnoncor commo ii suit : 

Iiiloueme [I. Deux courbes a double courbure clciiit represen tees 
par deux captations entre les coordonnees x, y, z, pour savoir si cas deux 
courbes soul osculatnces Dune de l' autre en un point donne, il sujjira de. 
prendre pour variable indepcndanle on une fonclion ddtermiene des 
variables x, y, z, on l arc s compfe sur chaque courbe a par Ur d’ttn 
point fixe , ct d examiner si, pour le point donne, les mdmes valours de 

x * y> dx, dy, ch, cl l x, d l y, d i z 
peuvenl dire tirees des equations des deux courbes. 
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II est bon d'obsorvcr que, dans le cas oil I’on prcnd I’arc s pour 
variable independante, Ic thcoremc II so deduit immedialcmcnt dcs 
formulas (5) et (6) do la seizieme Legon reunics ii la formule (28) 
do la dix-soptieme Logon el aux formulas (5) do la page 3i8. 

Si, dans lo thcoremc I ou If, on suppose la seconde courbo reduite 
au cercle suivant loquol so coupent une sphere etun plan rcprcsenles 
par deux equations do la forme 

, ,, ( (*-w+ 0 ’-oy+(s-w=p\ 

(7 m) 

( (x — £) cosL 4- (/ — yi) cosM -h (3 — £) cosN — o, 

les conditions propres a exprimer que le point (x, y, z) est un point 
d’osculation suffiront pour determiner le rayon du cercle el les coor- 
donneos du centre, o’esl-a-dire les quatre inconnues £, yp 'C el p, avec 
deux dcs trois angles L, M, N, qui d’ailleurs sont lies outre oux par 
(’equation 

(75) cos*r, -t- cos a M cos 5 N = 1. 

En effet, si Ton prcnd x pour variable independante, les valours 
do y%y\y"\ 3, s', z" tiroes dcs equations fmies do la premiere courbe 
el doses equations derivoos dovronlsatisfairo, on vertu du thcoremc I, 
aux equations finies du cercle et ii lours derivoos du premier el du 
second ordre, e’esl-ii-diro aux six formules 


(76) 


(77) 


-h(*-o a =p*, 

V-l ’-H (/“•/))/- h(3-C)5'=0, 

i -I- /» -1- s' a ~i- ( / - -n )y " -h ( 3 - C) ="= o, 

(a? — £) cosL -1- ( y -.yi) cosM -h (5 ~ ?)cosN =0, 
< cosL -1 - y cosM «+■ s' cosN = o, 
y" cosM -h z" cosN = 0. 


Lorsquc dc cos dorni&ros formules, jointes a l’equation (70), on 
deduit les valours des inconnues L, M, N; £, yp K et p, on rotrouve, 
commc on devait s’y attendre, les equations (i5) 01(29) de la dix- 
septieme Legon, et les equations (10) dc la page 319. 

OEimca <le C. — S. II, l. V. 
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St l’on ccssait do prendre a; pour variable independanle, alors les 
equations finiea du ccrclo ot sea equations diflerentielles du premier 
et du second ordrc pourraient elre presentees sous les formes 

( (.»-£)* -t-(j'-'o) 3 — C) J -p s , 

( 78 ) | ( ^ — 0 dx ~y(y~n)dy +{z-~K)dz — <>, 

( (.r —l)d l je -+- O' — n)d : y -l- ( 3 — C) d 2 z ==■ — rA a , 

/ (a; — 0 cosL -+- { y — n) cosM-h (z — S) cosN = o, 

( 79 ) j cosLrfj? 4 -eosM<r/r -t-cosNt/s = 0 , 

( cosLrf 2 o?-t- cosM^O'-h eosNf/ 2 ^ ■= o, 

et devraiont otro verifieoa par les valours do cc, y, s, dr> dy, dz, d*x, 
d'\y t d'-z tiroes des equations do la premiere courbe. II imporle d’ob- 
server quo les equations (79) coincident avec les formules (/|) et (t(5) 
tie la dix-soptibme Logon, et les equations (78) avec les formules (t 1) 
tic la page 3 19. 
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DIX-NEUYIEME LECON. 

RAYONS UH GOURRURK DBS SUCTIONS F VITUS DANS U.Vi: SURF USB P lit DPS PLAN'S NORM LUX. 
RAYONS 1)H GOIMRURK PIUNCIPAUX. 1>HS SUCTIONS ROM’ ITS COURRU1U-S FONT NUI.LF.S, 
DANS Mi CAS Oil LUS RAYONS DF, COORDURK PIUNCIPAUX SOXT DIRIGfiS FN SUNS COX- 
TIUIUUS. 


Considerons unc surface courbo representee par l'equalion 

(i) u~ o, 

dans laquelle it dosigno une fonclion ties coordonnees roclangu- 
laircs x, y, z. Si, par un point (.7;, y, z) donne sm* cettc surface, on 
fait passer un plan normal, ce plan coupora la surface suivanl une 
ecrlaine courbo quo nous nommerons section normalc. Soiont p lo 
rayon do courburo do cettc courbo relatif an point (x, y, z) ct £, q , '( 
les coordonnees du centre do courburo correspondent. On aura 

(a) + = 

ct, comine lo centre do courburo sc trouvera evidemmont situc sur la 
normalc mcneo par lo point (x, y, z) a la surface proposec, les coor- 
donnees 5 , q, '( Ycrifioront neccssaircmcnt les equations do la normalc 
011 la formule (11) do la qualorziemc Logon; do sortc qu’on aura 
encore 

Ou (ht_ Ou 

Ojj Of Oz 

Obsorvons, maintonant, que Inequation (2), dans le cas ou Ion y 
considfcro x, y, z commc seulcs variables, cstl’unc dcs equations du 
cercl c osculalcur dc la section normalc quo 1 on considere, ct qu on 
vertu desprincipcs etablis dans la dix-lmitieme Legon la diffcronticllc 



3'i0 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

(lu second ortl re do cctte memo equation, savoir 

(4) (a: — 0 d l x +- (y — •/}) d 2 y 4- (-2 — K) d-z 4- dx* -(- dy* -\- dz* ■=. o, 

devra etre verifiee paries valours de oo, y, z , dx, dy, dz , tP x, cl- y, d-z 
lire os dos equations do la section normaie. 

Si, pour plus de commodity, on dcsigne par s Fare de cctte coiirhc, 
les coordonnees#, y,z de la meme courbo sc trouveronl I iocs a Fare s 
par [’equation difToren tielle 

<o) dx* -h dy* 4- dz 1 z= ds * , 


on verlu de Iaquolle la formule ( 4 ) pourra etre reduite a 

(6) (x — l) d' 2 x + (/ — •/)) d l y 4- ( 3 — £ ) d l z = — ds*. 

On tircra d’ailleurs de la formule (i) differentiee deux fois de suite 


f ihi 


<7> 


da 


On 


0* it 


d*u 


d*u 




dz* 


. ua n un 

- - d l x 4- -r- d-y 4- -r- d l z - T — ; 

Ox Oy J Oz Ox 2 

■ d 2 u 0-u , (Pu 

+ ^dy02 dj ' d “ + 2 JTdi ch dx + 2 tody dx l, y = 


puis, en posant, pour abregor, 


(8) 


Q Oyu dx* d*ji dy*^ 0 1 u dz 2 

Ox 2 ds * + (ty 2 cfe- ps 2 rfp” 


2 ° 2 11 c ll c t± + 2 d 3 if </£ ^ d 2 g dx dy 

dy Oz ds ds Oz dx ds ds ~ h 2 Ox Oy ds ds 


Ou da Ou ,, _ , 

s ■* + ,r y d -y+7r- d ' ■ 


on reduira Fequation (7) a la suivantc : 

<9) ~ . - r -r- 

az 

Si Fon fait, en outre, comme dans la quatorziemo Legon, 

-[(£)'- (D’-(S)t' 

on conciura sans peine do la formule (3), combince avec les equa^ 
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lions (2), ( 5 ), (9) cl (10), 


__ y — a __ K „ 

d// ~ <)u 

()■>' Of Oa 


I (* -$)»+(?-/»)»+ (s- OM* ___ h p 

1 ” — ll 



On aura clone 


(>v — Q d*x -\- (f — n) cl\y + (z — QUH 

On ,» d« .. t)w 

rf*.® -|~ — d 3 y + — cPs 

Ox Oy J Oz 



(11) 


cl, par suite, 
(ia) 


?rrJ - Iszl ~ in? - -h p - 1 

dw <Jm R Q * 

d.r dj' (?3 



11 ost essenlicl d’observor quo, dans les formulos(i 1 ) et ( 12 ), R re- 
presenlo une louclion connuc (les coordonneos x, y t z. Quant ii la 
quantile Q, dont la valeur ns l dclorminec par l’6q nation (8), olio pout 
(Hre oxprimeo on ((motion dcs coordonneos tv, y t z ot dos angles que 
(drme aveo les domi-axes des coordonneos positives la tangonto mondo 
par le point (x,y, z) ii la section normalo quo Ton eonside.ro. Eu 
ollot, si l’on nomine a, (3, y yes m (imes angles, on aura (voir la 
soizieme Ley on) 

. ,,, d.r „ dv ifz 

( 1 A ) « 08 « - > cos (3 ~ - ( f- , cos y = ^ > 

on bion 

( 1 / 1 ) cos«r=- 7/ ~, cos (3 ---) cos y = — 


cl, dans l’un 011 Tautre eas, on tireva de I’equation (8) 


<i5) 


0" it „ d s u „„ 0*u . 

Q = ^ c«s>« + jp cos ! f3 H- cos >y 

0*11 r, 0 i U 0 i U n 

H- 2 j; COSp cosy -I- 2 COSy COS« -+- 2 COS<y cosp. 
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Or, il esl clair quo le soconcl mcmbrc do cello dernirre equation so 
reduit a line fonclion commodes variables x t y t z, a, [i, y. Cola pose, 
si 1’on domic, avee io point (x, y % z), la langcnlc menee jiar on point 
a unc section normalc faitc dans la surface proposce, il suflira ovi- 
deinmcnt do rocourir a la ibrmulc (r-i)pour determiner le rayon tie 
courburo p de cetlo section normalc, et ii la formule (i t) potir deter- 
miner avoc le rayon p Ics coordonneos $, -q, £ du centre do oourhurr. 

Lorsqu’on passe d’uno section normale ii line autre, sans deplaeer 
le point (cc,y,s), les angles a, (3, y cliangcnt de valours, et la memo 
chose a lieu, du moins on general, pour la quantile Q et pour les 
variables qui on dependent, savoir : q, '£ et p. S’il arrive quo dans re 
passage la quantitc Q change de signe, aloes lo rayon de courburo 
de 1’une des sections nornialcs sera determine par I’eq natron 


(. 6 ) 


J 0 
'p~*' 


et celui do l'autre par l’equation 


(' 7 ) 



car, les quantiles p et H etant essontiellemeiU positives, on doit 
nccessairement reduiro le double signe db, qui affocte le second 
membre de la formule ( 12 ), au signe H-, dans le cas oh Q est positif, 
et au signe dans lc cas contraire. D’autre part, les quantiles 


du du du 
dz i dy y dz * 


etant in dependants des angles a, [3, y, on pout affirmer quo, si, dans 
le passage de la premiere section h la scconde, la quantile Q change 
de signe, les differences 


^ y — ’o, s — £ 

en changeronf pareillomcnl. Done, Jos centres de couture des deux 
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sections sc trouvcront situbs, ii regard tin point (x,y, z), l’un d’un 
(idle, l'autre do l’autre, sur la normale mcnee par cc point a la surface 
(lonnco; do sorlo quo les rayons dc courhure dos deux sections seront 
dirigos on sens contraires. 

Los rayons do courhure dos diverges sections normales qui passcnl 
par un memo point (x,y, z) out entre oux dos relations qui mordent 
d’etre remarqudes. Pour decouvrir ces relations, il fan t d’abord 
clierelior la loi suivant laquolla le rayon dc courhure p, determine par 
ia formula (i 2 ), varie avoc les angles a, (3, y, qui sent renfernics dans 
la valour do Q. On pout remire eelte loi f'orL evidento a l’aide d’une 
construction geomelrique qui consistc a porter sur la tangcnle ii 
chaque section normale, a partir du point (ay, ,v, z), et des deux cotes 
do ee point, deux longueurs egales an rayon do courhure correspon- 
.dant, ou ii unc puissance positive de ce rayon. La 'courhe qui passera 
par les exlremites des longueurs ainsi porleos sur les diverscs lan- 
gonlcs sera evidcinnient tine courhe plane, comprise dans le plan 
tangent ii la surface proposec; et, comino le rayon mono du point 
(cc,y, s) ii cette courhe croilra ou docroilra on memo temps quo le 
rayon de courhure de la section normale tangonto an rayon vccteur 
dont il s’agit, il ost clair quo Ia nature de la courhe sera Ires propro ii 
Cairo emmaitre la loi suivant laquelle variora cc rayon de courhure. 

Dans le eas particullcr ou l’on suppose quo la longueur portee sur 
chaque tangonto ost egale ii Ia racino carrce du rayon 'de courhure 
correspondant, la courhe dont nous venous do parlor se reduil it une 
ligno du second dogre. Adoplons, on eflbl, riiypolhese dont il ost ici 
question, et concovons quo l’on designe par yj, non plus lcs coor- 
donneos du centre de courhure, mais colics do I’exLrernile d une 

longueur egale ii p u portee ii partir du point (x t y, z) sur la tangcnle 
qui forme avee les demi-axes des coordonnccs positives les angles a, 
(3, y. On trouvora, on admettant quo 1’origi 11 c des coordonnccs con- 
serve sa position primitive, 

j j * j. 

I — cc = p* cosa, •(] —f = p 2 cos (3, Z — s = p i co&y, 
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tit, en transporlant l’originc au point {x,y, z), 

x J l 

(i 8) c = p s cosa, yi — p 2 cosp, £ = p a cosy. 

On tiro d’ailleurs de la formula (12) 


Qp = ± R, 

puis, en remetLant pour Q sa valour donnce par (’equation (i 5 ), 


:« 9 ) 


[*U . d*u „ d 2 u , 

?\jw cos ’« + jyr cos P + -3F C0S y 

+ 2 5 ^ cos p cos y + 3 cos y cnsa + 2 3F7/ ons * cos p| = 


± H. 


Done, enayant egard aux formules (iB), on trouvora dofinilivement 


d'u 


d 2 « 


d l u 


d'u 




()*U 


Cette dernierc equation, dans 1 c cas oil Ton y oonsidore £, yj, 'C 
comme seules variables, representc uno surface du second degre qui 
renfermo la courbe plane ci-dessus mentionnee. On pent romarquer 
quo cettc surface a pour centre la nouvcllo origino, o’est-a-dire le 
poin t (x, y , z ) ; ct, comme 1 c plan de la courbe passe aussi par le menu 1 
point, on est en droit do conclure quo la courbe dont il s’agit se reduil 
a une ligne du second degre qui a encore pour centre le point (x,y, z). 
Pour oblenir Ies deux equations de cettc ligne, il suflfit de joindre a la 
for mule (20) Pequation qui representc lo plan tangent mono a la sur- 
face donnee par Ic point (x t y, z), quand on transporle en ce point 
I’originc des coordonnces, e’est-a-dire liquation 


( 31 ) 


v du du dll 


que 1 ’on deduit de la formule (2) (quatorzifcmo Lecon), on rem- 
plaqant 5 , 'q, '( par l-hx, vj+j, 'C+z, On pourrail encore elablir 
Equation (21), en observant que la difTerentielle do liquation (1), 
savoir 

. du du , 

di dx + ty d y+te d,=0 ' 


(22) 
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so rctlnil, on vertu ties fomuilos (i 3 ) on (i/j), ii 


3 V 3 




On Ou _ 

— COS O' -I- — COSp -I- - 7 - cos V ~o, 
Ox Oy r Oz ' 


oL on oliminant do celto dernierc, ii 1 ’aidc dos formulas (i 8 ), les Irois 
angles a, ( 3 , y. Enlin, si I’on appelle A, p., v los angles quo forme aver, 
les domi-jixos dos coordonnces positives la normalo monec par Io 
point ( .r, r, z) a la surface proposcc, on aura 


(a4) 


cos X cosp _ cosy 

Ou Ou ~~ On 

Ox Oy Oz 


el, par suite, Foquation (21) pourra clrc presentee, sous la forme 
( « 5 ) H eosX h- n cos p -i- £ cosy - - o. 

Ohsorvons mainlenanl quo los formulos (20) ol ( 2 . 5 ) sent entiero- 
monl somblables aux equations (1) cl (2) do la quin/dome l><;on, 
dosquellos on los deiluil on rcmplaganl los coordonnces a\ j, 3 par 
los coordonnces yj, ot les coefficients 


A, R, C, I), E, F, K 


par los quantiles 


0-u 0* 11 0*u t)[u 

<)x 


O'u 


0 n -u 


-» ± R. 


Oy- Oz' 1 Oy Oz OzO.v Ox Oy 

Cola pose, on conclura dos principcs exposes dans la quinzieme 
Eceon quo la ligne ropresenlec par lo. syslomo lies equations (20) 
ot (20) so mlu it, on general, a unc ellipse ou an syslomo do deux 
hyperboles conjuguecs; mais quo, dans certains cas particulars, olio 
pout so transformer on un cerclo, ou on un point unique, ou on un 
systeme do droiles parallMos, egalcmenl distantes du point 3), 
ou bion encore on un syslomo do deux droiles monees par ce memo 
point. La memo conclusion resulle aussi do la forme quo prond 
Fequation (20), lorsquc Io plan desa?,/ ost parallelc au plan tangent 

OJiiwres tie C — S. II, l. V. 44 
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mono par lc point {x,y, s). Alors, on diet, 1 ’equation (.ar) on ( a5') 
se redo it a 


(t»6) K — o> 

el, on comhinant oel!c-oi avec la formulo (20), on Ironvn pour 1’oqua- 
tion do la ligno ci-dessus monlionnee 


( V I 


<y- a (V-u y <yu n , ,, 
-»■ — , £~ -I- 2 -r — r -c;n H — pv o ~- — L 11. 
<)x 1 ^ Ox Oy (iy 


Or, il esl 1 ‘acilo do, s’assurcr quo liquation (27) roprosonlera 11110 
ellipse, si la difference 

d*a <r-u ( <?u y 
(2b) d.» T 0y l \<)x (}y) 


ost positive ; deux hyperboles conjuguees, si cello difference devionl 
negative, ct deux droilcs parallbles, si la memo difference se reduil a 
zero. Ajoutons quo 1 ’cllipsc se transform era on un oorcle, si Fon a 


(29) 

et quo la condition 

(30) 


0 - u __ ()• u <)■ tt __ 

<).r 2 <)y- ’ Ox ()y °’ 


U — o, 


si ollc esl verUiec, reduira (’ellipse au point (x,y, s), mi los deux 
hyperboles a deux droilcs mcnees par ce point'. Comnio on pent 
d’ailleurs choisir arbilrairement le plan dos x, y, le raisonnemenl 
qu’on vient do fairo est evidemment applicable a tous les points do la 
surface proposcc. 

Pour quo l’equation (21) se reduise, commo on vient do le sup- 
poser, a l’equalion (26), ilfaulnecossairomcnl quo dcs Irois quantiles 

On Ou On 
Ox' Oy ’ dz ’ 


les deux premieres s’evanouissent, ou quo la troisiemc devienno 
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infinio. Dans le premier eas, on irouve 

(3.) U— ± 

el l’cquation (27) devionl 


<3-i) 



() d s // 

' At?*)/ 


0 H- 



d// 

7)5 ‘ 


3'iT 


II esl essonlicl d’obsorvcr que, pour chaquo section normale, les 
oonrdonnoes Y] du point siLue a l’exlremite do la longueur p" veri- 
(ionl loujours uno seule des equations 


(33) 

M) 


„ <)-" v , d 2 // , 

7 )/^ -R ’ 


<)-(( 


<Pu 


(Pit 


£ 3 -1- ** - r — 7- In t 'o°- = - H 
dr* dr dy b ().y- 


oy 


qui sent comprises Tune et 1 ’aulre dans la formula (27), et qui cor- 
respondent la premiere a l’6q nation ( i(>), la scconde a 1’equation (17). 
Done, si, dans le passage d’unc section normale a uuc autre, le pre- 
mier niembro de la formulo(27) change do signe, il faudra substituer 
les equations ( 3 /j) 01(17) aux equations ( 33 ) et (16), on rccipro- 
quemeut; el, par suite, les rayons do courbure dc cos deux sections 
normales seront diriges on sens conlraires. Au reste, coin no pout 
arrivor <|ue dans le cas oil la difference (^B)cst negative, cVsl-a-dire 
dans le cas oil Tcqualion (27) represente un systeme de deux hyper- 
boles oonjugueos. Alors le plan tangent a la surface donnee divise, 
cello surface on deux parties, et 1’uno de ces parties ron Torino les 
sections normales dont le rayon de courbure sc dirige dans un sens, 
Landis que I’autro comprcnd les sections normales dont le rayon do 
courbure esl dirige en sons inverse. Au conlraire, lorsquc 1 equa- 
tion (27) rep resen to line ellipse, cello equation se reel nil, pour loules 
les sections normales, a une soulo des formulas ( 33 ), ( 34 ). Done 
alors loules les sections normales out lours courburcs tournees dans 
le memo sens, cc qui suppose que la surface courbc esl siluee tout 
entierc d’un memo cote du plan tangent. 
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laminin lo rayon do courlniro p (Pune section normalo ost In cam* 
du rayon vecteur •+■ T| s ) mono du point (.r, y, z) a la ligne ('27). 
on pout affirm or quo ehaeun dcs deux plans normaux qui passent par 
h»s (toux axes do cello ligne produit uno section normalo don I In rayon 
do oonriiiii’o ost un maximum oil tin minimum, Nous nommorons sec- 
tions prin ripales et rayons dc courburc principaux los deux sections 
norm ales dont il s’agil ot lours rayons do courlniro. Ola peso, il ost 
clair quo Ins plans dos sections principalos so couporont toujours a 
angles droits, et quo los rayons do courburc principaux seronl diriges 
dans lc manic sens, si la ligne (27) ost uno ellipse, main on sons con- 
tra ires, si la 1 ignis (27) so Iransformc cn tin sysleme do doux bypor- 
liolos conjuguecs. AjouLons quo cos rayons do courlniro represente- 
ront, danslo premier cas, line valour minimum ot uno valour maximum 
do la variable p, ot dans lo second cas, deux valours minima do la 
memo variable. K11 d’aulros lormes, si la ligne (27) ost line ellipse, 
los sections principalos seronl los sections normalcs do plus grande 
et do moindro courburc. Maid si Pcqualion (^.7) apparticut a deux 
hyperboles, los sections principalos seronl Pune ell’aulrc dos sections 
normalcs do plus grande courburc; sculomenl, lours courburos seront 
dirigees on sens contraires. Dans la memo hypothese los sections 
normalos dont los plans ren term oront les asymptotes communes aux 
doux hyperboles auront evidemmenl dos courburos nulles, corrcs- 
pondanL a ties valours infinies do p. Done les plans dcs doux sec- 
tions dont les courburos s’ovanouiront formeronl dos angles bgatix 
avec los plans dcs sections principalos. 

Lorsquc, la difference (28) olanl positive, los conditions (29) sont 
verifiocs, Pell ipso roprcsenlcc par Pequalion (27) so change, commo 
mi Pa (lit, on un ccrclc. Alors, toules los sections normalos avail l dos 
courburos cgalcs, on pout designer sous lo nom do sections principals 
doux sections normalos quclconquos dont los plans so coupon t ii 
angles droits. 

Lorsque la difference (28) est nulla, la ligne (27) so roduil a un 
systbmo do droitos parallel cs, quo Don pout considcrcr com in 0 rep re- 
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senlanl tine ellipse dont lc grand axe cst devenu infini. Done alors les 
sections prinuipales correspondent a une valour minimum et it uni* 
valour iniinie do p,'on sorte quo t’une do ces deux sections a une 
courbure nullo. 

Si la quantile H s’bvanouissait, toutes les sections normales auraient 
dcs rayons do courbure mils ou infinis. 

11 existe, outre les rayons dc courbure principaux etles rayons do 
courhuro do deux sections normales dontlos plans sc coupenl ii angles 
droits, line relation quo l’on deduit facilemenl dos lheoromos I ot II 
do la quinzieme Logon, Kn cfiel, si Ton remplace los courbes dont il 
cst question dans ces lheoromos par lalignc (27), les carros dos rayons 
voc tours monos it ces memos courbes sc changoront on rayons do 
courhuro do sections normales it la surface donneo, ol Ton sc trouvera 
immediatomeiit conduit it la proposition suivanlc : 

TiiftouKMK. — Si, apre's avoir mcne, par an point (.r, y, z) d' une sur- 
face courbe, deux plans reclang ulaires enlre eux el normuux a eetlc 
surface, on dime successwemcnt l’ unite par chacun de.s rayons de cour- 
bure des deux ligncs d‘ intersection, la sornme dcs quotients sera une 
quantile conslante , pourm quo dans cctle somme on prenne toujours 
avec le signe -1- les rayons oec tears dirigc.s dans un certain sens a parlir 
da point (x, y, z), et avec le signe — les rayons vecleurs diriges cn sens 
inverse. Par consequent, la somme dont il s'agil sera egalc, an signe 
pres, a la somme oa d la difference dcs quotients rclatifs aux rayons de 
courbure principaux. 

On pout encore trouvor faci lenient la relation qui existe entre le 
rayon dc courbure (rune section normale quelconqiio el les angles 
formes par Ic plan do cctte section avee les plans dos sections prm- 
cipalcs. Pour y parvenir, observons d’abord quo, dans Ic cas oil le 
plan tangent ii la surface proposce est reprcscnlc par Pcquation (2O) 
et devient paralielo au plan des x, y, on a, pour la tangente ii chaque 
soction normalo, 


(35) 

(36) 


cosy — 0, 

COS 2 « H- COS 2 (3 = I. 
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Par suite, on tire tie la formulc (i 5 ) 


( 3 ; 


.. rP/i , d-u n 0 ~fi „ « 

Q =r - r — - cos 3 a - f - 1 -? — r-eosacosp H - -7 ,0 cos * [j. 
" dx- dxdy 1 ay* 


La \aleur prcccdcnte do Q dcvicnl encore plus simple- qnaiid on 
suppose ics plans des x, z ct closer, s parallcles aux plans des sections 
principals. Alors, cn efFet, 1 ’cquation (37), represontanl uni' liftin' 
du second degre rapportco a ses axes, no pout plus ronl'ermer le pro- 
duit des coordonnees <*, yj cl doit so reduire a 


( 38 ) 


fr+S?* 


±)\. 


On a on consequence 
(39) 


d'u 

<)x Oy ~ °* 


Or, on vertu do cctte dernibre condition, la formule (67) devirnt. 
(10) Q = ~^cos 2 a + ~cos’( 3 . 

Coinmo on tire d’aillcurs do la formulc ( 36 ) 


eos 3 (3 — 1 — cosV — sin 4 «, 


il 011 rcsulto quo liquation ( /\o) pout 
(-•’) Q cos 2 v. 


s’ccriro commo if suit : 


0>u . 


dj* 


sin a «. 


Cola pose, la formulc (12) donnera 


( 42 ) 



/ d 2 « „ 

1^5 C0S « + 


d' l u . , 

?p bin ‘« 


Soiontmaintenantpo, p, Ics rayons dccourburc prineipaux. Coinme, 
pour obtenir ces deux rayons, il sufflra do poser suceessivenient, dans 
la formulc (42), a — o, a = on Irouvera 
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ol, par suite, I ’('wj nation dnvimulra 


1 , , i . „ 

cos- a it - sin 5 #. 
P« P> 


i)ht &u 


II osl nssenlinl d’ol»si‘rv('r quo sonl dos quantiles do memo 

sitin' dans lo oas on I’r<] nalinn (38) rnprnsnnte line ellipse, ol dos 
<] naiil i Ids do, sippios con Inures dans In oas nu la memo equation repro- 
sonlo deux hyperboles conjugiiocs. On an conclul iinmndialnmenl, (|iio 
(’equation (/j ^ ) so rod nil, dans In prnminr cas, a la forniulo 


(/| 5 ) 


•' 1 boh 9 # -I- - sin 5 # 

P po pi 


ol, dans It* second o.as, ii la lonmile 


M«) 


' 1 boh*# silica, 

P Po Pi • 


In premier mnnibrn dovant (Urn a (Foeth dn sign® -b mi dti signo — 
snivanl quo In rayon dn conrlmrn p ost di rifle dans In sons dn ravon p 0 

on dans lo sons dn rayon p ( . Si Ins demons ^ ~ dovicnnonl 

ogalos, la e.ourhn ('38) snra un condo. ISn memo temps, on aura 
p,- p„, nt rnqnation (/jn) dnnnnra, conmio on dnvail s’y allniulrn, 

p : ■ P V ,,H p ' pi " 

Si rum* dns quantiles jj [[ s*dvano nit, la ligno (38) snra ru- 
dnito ii mi syslnmn dn doux droil.os parallnles. lin memo lamps Pun 
ill's rayons p„, p, dovinndra inllni ol. disparailrn dn la fonmilo (//i). 
Si, pour lixnr Ins idnns, on suppose. o, on aura p,---c o, ol la 

lorniuln {/\\) douunra 


(^ 7 ) 


i i 

- - - cos 5 #. 
P p u 


Aloes p„ snra In rayon dn cnurhtiro do la section normaloqui aura 
pour lan^on to, la pnrpondioulairo moil no aux doux parnllidos par lo 
point («, y, s). 
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AH 

Si Ton ajoutc a la valour do ~ donncc par la forinulo (f\f\) eo *| n * v 

^ 7T 

deviant cctte valour quand on y remplaco a par a -i- y on Irouvora 
pour sommo 

d=i±i, 

Po pi 


re qui s’accordc avec le theoreme do la page 3 d 9. 

Concevons a present quo Ton veuilie determiner dans lYspuer, 
pour 1111 point quelconque (&,y, z) de la surface don nee, Ins dime- 
tions des tangentes aux sections do courburo principales et les rayons 
de courburo principaux. I) suOira evidemment de elierelier In 
macvimwn ct le minimum ou les deux minima du rayon do eourlmre 

< 18 ) p = ? + YI*-h?\ 

en supposant les coordonnees $, yj, '( liecs ontre olios par les equa- 
tions (an) c( (21). Par suite, on roconnaitra quo les valours de£,*q, t 
rurrospondant aux rayons de courburo principaux doivonl Wsrilior la 
formula 


tdl -+-/irffl + ?rfC = o, 

apres qiTon a elimine de cello derniere d-q et d'(, a I’aido des 
equations different dies 


rm) 


o) 


(3? c+ 


d'u 
dx dy 


ri ■+• 


K ( 0 2 u c . d 5 « 

' [o.vdy i + dp '' ,+ 


Ox o. 
d'u 


OyO 


b')* 


O'u , O'- u 

Ox dz s 4_ Oy Oz {> 


On 

,).r. 


Or 


Ou . , du 

-r-dd + -T- = o* 




(.ola pose, si l’on ajoute membre a mombre les lowmiles (/, 0 ), ( ",<>) 
Ct ( >,). apres avoir mnliipliA la premiere et la troisieme par'dos fae- 
(ruvs mtletermines — S, — 1 , on prouvera, cn raisonnanl com, no 
, Ia . qmnzii!mc Le «0“(P- = 77 ). qu’on pent eliminor cos fader* 
' mamC, ' e 3 fau ' c avanouir dans '’equation resaltan to les coefficients 
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dos diflbronli olios r/?, (h ), d'C y c’osl-a-diro do, manierc a veri iior los 
Irois equations 


(:n) 


O' It y 

d a « 

7;7c 2 ^ 

Ox dr r> 1 

O'u j. 

0*1! 

(U- dy ’ + 

TT V + 

Oy 2 


O'u j. OUt_ 
<).f! <)z ^ 1 Oy 0s n 


^2-C = 8£ + T$!. 

(Ac (i: (AC 

-,—T- ? = S 0 , 

d/dc (/)• 

3? ? = s ^ T 3r 


Si Von ajoute cos dcrnioros, apros lcs avoir respoctivomonl mul- 
liplioes par los ooordonnoes yj, l , on Irouvora, on ayant egard aux 
ibnnulos ( 20 ), (ai) el(/|8), 

(53) ±H = S?, S = ^L l =Q. 


\A) faclcur S no difTerera done pas do In quanlito precede m moot 
designee par la lollro Q. En consequence, los bqualions( 5a) pmuront 
olro remplacdes par los suivantos : 


/ / O' U O' U O' ft y_r, 

( d.o* s " h Ox Oy 0 Ox Os K ~ l 


rp < 2 !L, 

Ox 


M) 


0*u . , (O'u , 

— ' 5+ (5f _q J‘ i+ ^ 


O'u y , v 0u 

£ — 1 : 

Oy 


Ox Oy 

O' u y 0 % u (O'u ,A* T 


On 

Os' 


ol I’ou on oonolura 


j. On 
4=-« ;i = 


O' u 


Ox \\ Oy - 


t - Q 


O' u 
Os > 


Q 


)- 


( <} ?JL 

\ 0 yOz 


(55) 


-h 


Ou 


( 56 ) 


j On 
1 d.c 


d« 


I* d 1 // d*« / 

d*/< 


| dc d.c dyde \ 

ds a 

I* d 2 « d*tf / 

d*« 


l.dydc d.c dy \ 

Oy' 

m d a « 

(O'u 

-0 

O'u 1 

d-cd/ds \ds* 

d.c dy j 

'/d 3 « 

A**’ " 

-•)(& 



-h 


\ 

ORuvrcs da C, 


( In 

Os 
S. II, t. V. 


O'u O'u 


Ox Oy Os Ox 


(£-«)!*]] 


a a 
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r -A-i r_— - J— - l 0 *" _ n 
C -*Uv [oyOz OxOy \Oy L 


Oyu 
Oz Ox 


<r-u ~i 

)f<h} 


Oiy f 0 2 u ()*u / ^ 

dy |_ Ox dy Oz Ox \0x t ' J Oj 

On r/O-u p.\ / O' u pA / 0 2 a 


•>/) 


a designanL un coefficient clont la valcur so dcduira do la formule ( 48 ). 
J5n effet, si Ton combine cellc-ci avoc les equations (’55), (56), ( 07 ), 
on on tirera 


( 58 ) 


8 " =± tt 


U 2 designanL la soinmo (les carres ties coclTieicnts do h dans los valours 
do yj, ‘C donnecs par les Lrois equations donL il s’agit. Do plus, la 
substitution do cos valours dans la formulc ( 2 1 ) produira Peculation 



qui cst du second degre par rapport a Q, ct dont les deux racincs sont 
les deux valours dc Q corrcspondant aux rayons do courbure princi- 
paux. Lorsqu’on aura calculc cesmemcs racines pour un point {x,y,z) 
dc la surface donnee, Pcquation (53) fournira immediatement les va- 
lours dcs deux rayons dc courbure principaux,* et Ton dcduira des 
for mu les (55), (56), ( 07 ) reunies a Pequalion (58), les coordonnccs 
v), 'C dc quatre points situes sur les tangentes aux sections principals. 
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Kntin, si l’on combine les fornuilcs (55), (5G), (5?) el (58) avec les 
equations ( 18 ), on obliendra les suivanlcs : 


COSO'. 


-h- _L 

“ U 


( (io ) 


cosj3 = 


(«0 


cosy 


((h) 


On 

Ox 




d« r J*jt_ JPu_ _ /d*« \ d J « -| 

I. da dj? dy ds \ da* '■) Ox dy J 

(Pu 
0 TOx 


-i- 


Oy j Oz Ox ()y Oz 

?.!i f d*w d*#/ _ / d ! « '\ 

do | dy Jo d.e dy \dy- - J 

J j de f d- // _d * it ftp- n n \ tptt "] 

0 j d.» [ do do; dy do \ Oz* "J Ox Oy I 

*£[(»-«)(£-«)-(&}'] 

)$3 


d« P 0 2 a (Pa 
h do ( Ox Oy Oz Ox 




I- 1 

• l) 


d// r r P a 0 2 n /d 3 « ,, 

dot [_ dy do d.rdy \ dy J 

d« r d’w (Pi t _ (<Pu 
Oy |_da*dy OzOx \ Ox 2 


0 


dy d; 

; J 

y 


d*» 
Oz Ox 


On PfiPit 
Oz \ 0 x* 


() 


oia _ o 

dy 2 y 


(Pu_ 

Oy 0 

( 0 i a ^ 
\dotdy 


qui sorviront a determiner les angles a, p f y formes par les langontcs 
aux scclions princi pales avec les domi-axes des coordonnecs positives. 
11 iinporlo d’obsorver quo, dans chacunc des tvois equations (6o), (6i) 
ot (Ga), on dovra roduire le, double signe ± an signe +, quand la 
langenlo u rune des sections principales sera prolongee dans un cer- 
tain sens, el au signe — , quand la memo langento sera prolongee en 
sens inverse. 

Ainsi qu’on devail s’y attendre, l’equalion ( 59 ) est semblable a la 
formulo (x45) (quinziemc Logon), do laqucllc on la deduit en rom- 
placant les quantiles 

cos7, cosp, cosv; A, R, C, I), E, P el s, 
par les quantiles 

(Pu (Pu (Pu O^u 0 -u 


Oa da On 0*11 
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r’r^l -ii-il I ri‘ liti'Mpli' lit !*»**• f j m 1 1 it liisi . i 
('Ilill'IIIK 1 1 1’ (1 1 1* Till I* Mill* ■•*’»! 1 1' \ ill ■ I, 1 ,, 

ill* la Hllll’u'l' llllllll l*«* , 




fi u 
ih >1 


,1 I. 

,1 J ■ 


-Mill's li“* Iim iii II I rs ( i j i «|»*\ iriiui iil 


r > J - »j u ih- <u t t \ 
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-•!! i, 1 1 1 1 1 . |* 


, , . i t)‘ it A tht 
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U 1 .. 1 




" - . I 


t*l , t'li Mihsi i ( ii;ui{ li“* vuliMin. >li< v , in.< . . , iH.mnl* , *|., M 
r< f, i| mil inn (hi ), on mIiImmiI Ik >m i s .i n t > 
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.h 1 
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« ■!'" .. 
<1 • 1 ' il A 


1 1 
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1 <h 
, f Vu 


U 



•t' tt 


1 1 



»» n 


\th‘ */ Ml» 

(mis, eii avuiil c’^iinl wi\ In rin it 1** . ( 18 >, ..n 

i 

i />>ht 




( " 11 /o'* , 

Li* '-'i t > '-'I- 


( ,! 7 ) 


ti' a 

•h ' ’ ' * ,1 

*>" ./»« 

»C’ ./)' ,» 

' thi \ * -■ 

\ / ./* 




IJ 



tlhi 

,h» 


n 



th >/ 


n 


II Hullit lit* jnjiifln* ri’(ir linriitni’i* mm\ Innitulrw u m t l « t«'» » 
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:w 

dalai'ininar, dims riiypolhusa ndinise, l( i s dimdions das (nn^anlas mix 
saalious priueipalus al las rayons do cmirlmrc prnu'i pa 11 x . 

A |ipl i<| tioiis mainiannni. las formulas qua nous vanons «l*r I a l»l i r h 
qualquas axampias. 

h'.trtjift/r /. ( lo lire vo us qua In surfauu donmui soraduisa h aalle 

tie I'rlli psotdo raprasanla par I’aquation 


('•«) 


,/> 1 'b* 


1 . 


On 

pmiiTi 

i primdi'u 









1 

r ' s' 

\ 



a 

,U 1 

h 7 ’ a 3 

')■ 

al I'oti auni, 

par suile, 







Oil 

, .»• 

iht 


1)11 



th 

ii 7 ' 

'\Y 

)y 

Or. 



(J’/l 

l 

O' n 

i 

O'ii 



th' 


0 % y* 

h** 

Oz* 

Cal 

a pnsu. 

, las formulas ' 

(«*»/»), (i 

•j.) (d ((>7) da 

( t M | 1 


./•* 


V 1 


5 * 


n 7 ( i ( % ) n : 

’) ' 

//■•( i (J// 1 ) < 

0 (l- 1 

(?') 


i 

f 



V s 

1 ft. 1 

= 3 \ » 
<•') 


t (l 

Or/ J ) aos 

st 

(i i)h*) aosj'i 

0 

( : • ) 

\ 

4 

1 

/• 

.. 1 ( 

V 

,i 

V . / 

y N 



( 

K* 

yW ’ \ 

1 ()!>*/ 

1 1 V 


Ci-s durniaras sullisanl pour dalnrininar, an aliaqua poml do I'allip- 
Miitlo, las diraa.l ions das lau^aiilas mix souliniis pi'iucipalas al las 
deux rayons do aourlmre primdpaux. Do plus, an ralrana.lianl I’aqua- 
him (lit)) da I'equalum ((iH), oil Irouvum 



y* 




i 

o 
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Op, il rcsulte dc laformulc (72) quo, si, a pros avoir enleulb rum’ 
lies, \ ale ups maximum 011 minimum do la variable Q, on conslruil 1111 
nouvol cllipsoido dont les demi-axes a, I), c soiont determines par les 
equations 

(7-0 a * = b«=6«-I, *■*=:«•«- jA, 

re nouvol cllipsoido passers encore par 1c point (& t y» s )- On pen! re- 
inarquer quo les sections faites paries plans coordon nos, dans 1’ellip- 
smdc propose et dans le nouvel cllipsoido, soront dccrilcs des memos 
foyers ; car on aura 

(;.1) a 2 - I )*=«*- 6*, a 5 — c 2 =: a-~~ c 2 , ]j« — v?—. IP — e\ 


Exemple II . — Concevons qu’aprbs avoir trace, dans le plan des.r, r, 
une rourbc representco par {’equation 

0») r “/(«»)» 

on fasse Lourner cettc courbe autour do {’axe des#. Kilo enpendrera 
nne surface de revolution, dans laquelle la distance tin point (#, y t z) 
a 1'axe des#, savoir \ly-~ hz*, sera equivalento, au signo pres, a I’or- 
donnre/O) de la courbe gcneralricc. On aura done, pour (mis les 
paints de la surface, \/p~+5 2 = ou 

(70 J 3 -^ 8 = [/(*)?, 

et Ton pourra prendre 

On (rouvera, par suite 


<)u 

ox =-/(*)/'(<*). 


du 

~Sy ~ y ‘ 

0 *u ___ 


Cela pose, on lirera de laformulc ( 65 ) 


Oil 

Oz 

(Pit 
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puis, on remottant pour j 9 4- s 2 sa valour \f{cc)Y, on on conclura 


(77) 

On aura, d’aillcurs, 


A^n*) 

*-H/'(*)P' 


(,8) H = V- ~= r +\/U )?V) l J =±/(.») \/< + [/V)J J , 


ol,, on consequence, la formula (12) donncra 


(79) 


p~± 


±in*)Eli 

/'(i)“ 


La valour procedonto do p est lo rayon do courbure do la courbo 
generalriee, qu i coincide eflcctivemont avoc Pune dcs sections princi- 
pales do la surface dc revolution. Quant au rayon do courburo do 
I’autre section principals, il sullira, pour 1c determiner, de revonir 
aux equations ( ( j/j ) , qui, dans lo oas present, se roduironta 

!Q-M7' , (^)nV(^)/ , '(^)|^ ,, V(^)/'(^)> 

(So) (1 -q)yi ==’)>, (, — 0)e — 

Kn effet, on veriliora cos trois equations on prenant 

(81) . Q = i. S = °- 

Par suite, la fornmlo (12) donncra pour lo rayon do courbure 
ehercho 

(8a) p^d:'K-T±/(4|n-[/'(»3vA 

Done ce rayon de courbure sc confondra loujours avee la normal 0 N 
do, la generatriee | voir la formulo (5), page 50J. Be plus, commo la 
dornibre des formulas (81), savoir? = 0, enlrainera liquation 

(83) cos«--o, ^ 

il est clair quo la section principale, covrcspondant au rayon do 
courburo donl il s’agil, aura pour Langenlo une droit© comprise dans 

un plan perpendiculairo a l’axo des cr. 

Los fonnulcs gcnorales precedemmcnt obtenucs se simplifiontlors- 
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Talles .scroll! , dans riiypoUit'M* iuiiune, |r*» <!rti\ rqii.iiiMit . .!»• I.t 
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des .T,/; ol coiiuno, d’apros la forme do l 1 equation (89), cello pro- 
jection so red u i l evidoinmont a uno ellipse ou a deux hyperboles 
eonjuguees, ou an system© do. deux droitos parallel os, 011 eniin an 
system© de deux drojles qui so coupent an point s), on pout 

a (Tinner quo la eourbe on question sc reduira olio-memo a Tune des 
ligues qu’on vienl de nommer. On deduira sans peine de ortte re- 
inarque les diverses conso<j lienees auxquelles nous somnies dejit 
parvenus on parlant des fonmiles (20) ol (21). 

Quant aux rayons de eourbure prineipaux, ils seronl toujour* deter- 
mines par la formule (49), de. la<|uellc on devra (diminor r/;, <Ir\ ol d'C. 
par le moyen des equations difloronlicllos 


(t)i') 

(trO 


( r,Z - 1 - * n ) dc 4- («$ + //)) d-n — o, 
/) <1^ -h <j (I n — c/C- 


Or, si I’oii elimine d’alxml d'C entre les fornudes (49)ol (92), on aura 
(t "!“ P^)d'K + ('fl + yC) ch — o, 

el Ton eonelurade cotto derniere, compare© h I’oquation (91), 


( 93 ) 


r c, -)- s-q __ sZ -t - 1 n _ C ( 4- s- n ) 4 - -o( a £ h- / yi ) _ 
l-i- pK P 4- yC “* " 4-y>C) -t- r)( n 4- y C) ' 


Si inaintenant on a ogard aux equations (89), (90)01 ( 48 ), on Irouvora 
simplomonl 

( 94 ) ri + tn 


_ .^4-/0 - ± U - Q 

( I 4- p l ) S, 4- p</ 0 (l4-r/ 2 )-C| -I- pt/i p 


ou, ee. qui reviont an memo, 

[ /• — ( * 4-/j 8 )QU-i-(.9 —p(]Q)o - 0 , 
(.V — ptj Q)$-f [/- (m-7 2 )Q]-o =0. 


( 93 ) 


Pour ddduirc des fonmiles (q 5 ) la valour do. Q il sufiira d’eliminer 
enlre olios les eoordonneos vj..En operant ainsi, on obtiendra 1 equa- 
tion du second degre 

(9O) j- / *_( M - / ;2)Qjr^-(i4-y s )Q]-(s-wQ) 2 = o. 


QEuvi'cs da C. — S. II, l. Y. 
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qni, etant develnppoe, so mini! a 

(07 1 (• +/P + <7 J ) ( P — [(• + p 2 ) (■ — • 1/HJi > -h ( 1 + <f )'■ I Q -I- r( — ^ " 

lie (this, la Inmuile (12) donnera 


(fi«) 


0 


\/ x +-)>'- + <t> 


iinlin on tirera des rquaLions (90) el (90) 
c -o K 


(99) 


.? — pq ( v ) ( 1 + p i ) (J — /■ ps — qr -h </Q 

p*\Z*+7^ 


| [( 1 + p')s — p</i-y+ ( 1 -1- p n - -1- //* ) [( 1 ~h //’ ) 0 — /■ l 2 1 ’ 


el par suite, en avail t ugard aux form u les (18), 

I cos a cos [3 _ cosy 

\ >' — P r /Q ~ ( t ■+• p 2 ) Q — /• — ps — tjr -+- 7 Q 

yi±z 

iro-E />*)*— pqry+ii h- /> a -1- </ s ) 1 ( • -1- p 2 ) q — /• pp 

I/tujualion (97) (burn it evideinmenl deux valours reelles do la quan- 
lile Q. EnoHcl, les deux raeines do cello equation soul comprises dans 
la formule 

( ) _ (l + P '-) 1 ~ */" /* + ( 1 + 7 8 ) / j= }[( 1 + /' 5 ) * - a/* 7 * + (1-1-79/- p- \ ( 1 -l - (/*) (rt - |j ‘ 

2(M-/)-H-7 8 )' 

el, eofiimo on a identiquemenl 
\ I (H-^)/~a/w/J + (, +V J )/'P — 4 (« + /7 s +7 2 )(/7 — s’) 

I — !< 1 +/ J ~ 1 [( I +p i )t — ( 1 4 - 7V] 4 - i-pq\ pqr~ (1 -t-// 2 )y 1 i 2 -j- 1 \ ( i 7 9 )| /*//■ - ( i -t-/A),%'P 

’ ("* + />•)* 

ilen resulle quo, dans la lorinule (roi), le polynome ren ferine sous le 
radical cst essentiellement posilif. Apres avoir calcule les deux raeines 
reelles de (’equation (97), il suffira do les substiluer dans la lor- 
mule (98), pour obtenir les valours des deux rayons de eourbure 
prin cipaux, el dans la Ibrmulo (100), pour determiner les directions 
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la for mule (96 ) 


Done alors toules les valours ties variables Q el p rlovicnnon t dgalos 
entre dies, ee qui s’aocorde aver line remarquo dejii Jaile (|». 348 ). 
Alors aussi les \aleurs dp eosa, cusp, cosy, dclerininees par les 
equations (100), deviennenl inddlerminoes. 

Pour ijue les rayons dp courbure principaux soienl egaux id, dirigds 
en sens eonlraires, il est neccssaire quo, dans I’cqualion (07), Ip 
eoeflieient de Q s’evanouisse, el quo 1 ’on ait en consequence 

( 1 ° 8 ) ( 1 4 - />- ) t — 2 pqs + (i + i/ , )/ , = o. 

Nous ne terminerons par celte Logon sans rappeler quo e’est bailer 
(fiii Ip premier a elabli la thooric de la courbure dps surfaces, el 
inonlre les relations qui existent entre les rayons de courbure des 
diverses sections fades dans une surface, par des plans normaux. Les 
recherches de eel iilustrp gdomelre, sur I’objct donl. il s’agil, out die 
inserees dans les Memo ires de I’Acaddmie do Merlin (amide 17(10). 
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YINCxTIEMR LEQON. 

IUYONS 1)E nODHHUIllJ DUS MFFfinENTKS COURBFS QtlE 1,’ON PRUT TlUCrit SOU UN'F. 
SURFACE DOXNfti:. DKS SURFACES QUI SONT OSCUI.ATUICES l.’tlNT: I)E l’aUTIIK EN 
UN POINT QU1 Li:un EST COMHUN, 


(ionsiderons toujour* uno surface courbo roprosontco par liqua- 
tion 


(l) II— o, 

dans laquello it dbsigno uno fonclion dcs coordonndcs rcctangu- 
lairos ,r, y, s; ol coucovons quo, sur colic memo surface, on trace 
uno courbo qui vouibrmo lo point ( x y y, z). Si l’on nomine 5- 1’aro 
do. cello courbo, ol p son rayon do conrburo corrospondant au point 
(a,y, s), los cosinus tics angles formes par cc rayon avee los domi- 
axos dos ooordonndos positives seront, on vertu dcs formulos (3) do la 
(lix-liuitiemo Logon, 


(a) 


d 1 a: il l y d*s 

^ ds* ’ ^ els 1 ’ els ' 1 


Si, do plus, on ole vo par 1c point (cc, y, z) uno normale a la surface 
courbo, at si l’on fait, pour abregcr, 


(3) 



los cosinus dcs angles conipris enlro la normale prolonged dans uno 


3(Hj APPLICATIONS DU CALCUL IN PIN IT PS I AI A L. 
oerlame direction cl Ion demi-axcs des eoordonnecs positives sennit 
respcdivemenl [ t'oir les tommies (8) do la qualomcmc Peron | 

i Ou i Ou i Ou 

Tid*’ IT Tifc' 


Ola pose, soil o Pangle forma par la direction do la normale av(‘r la 
direction du rayon de courbure. On eonolura de la Ibrmule (4^) d p s 
Preliminaires ({lie, pour oblenir cosS, ilsulYiLdn multiplier les expect* 
sion* ( 2 ) par les expressions (4), el do fairo la nomine des produils. 
On aura done 


(•») 


On ,, On 

, pdS***®*?* 

0080 = H li. ? 



Si (I’ailleurs on designe par a, (3, y les angles quo forme la langenle 
a la emirlie, prolongee dans tin sons ou dans un aulre, aver, lesdemi- 
axes des coordomiecs positives, et si Don di Horen lie deux Ibis de suite 
I’equation ( 1 ), on en lirera, commc dans la dix-neuvieme Leeou, 


(«> 


On „ Ou Ou ,, _ . „ 

Tr. ,l x *■ fy d * + d “ = - Q ds ‘‘ 


Oj? " ' Ov " J ' 0 

la \ alone de Q etanl dctcrniincc par la formult 


O'- u „ 0 2 it „„ 0-u 


Q u 

~ ~ CO» s y 4 - 
0 2 u 


ox 2 ^ ' ’ r ~of + ~o~z“ cos2 y 


C0SP C ° S ' / + 2 cos “ + 2 l^Tdy ( '' osc! ,:os|3 ' 


Par consequent la Ibrntulc (5) donnera 


<«) cos 3 ^-£q, £2!*-_2. 

H p ” Id 

el Pen en eonelura 

(in 


R 

Q COSO. 
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Dos Irois quantiles It, Q ct§, comprises dans le second m ombre dn 
[’equation ( 9), la premiere, savoir It, depend uniqurmrul do la position 
du point (.r, y, r) sur la surfaen (1). I.a sreondr quantile, savoir Q, 
dnpnnd a la Ibis (In nnlln posilion ot dn la direction dn la langrntr 
nmnnn par in point (.c, y, z) a la nourhn Iranor sur la surface. Quanta 
la quant 1(0 0, el le. rrprdsnnln ton jours Pun dns dnux angles aign nl 
ohlus formes par in plan osnulalnur dn la nourln*, ou, no cjni rovient 
an memo, par la normnlo principalo dn la nourhn avnn la nonnaln a 
la surlann, nolle dnrninrn normaln olnnl prolonged dans 1111 eorlaiu sens, 
(iela posh, il nst Hair (pm, si Ton donnn, avnn In point (.r, y, s), la 
lungrnlr a la nourhn el In plan osnulalnur, Ins quantiles Q nl It srronl 
noiimms, aiusi quo la valnur mimorique d(» cosS. Doncalorsou pourra 
dhtni'iiiinnr, par In moynu (In. la formulr (9), In rayon dn uourburn p. 
l)n plus, enm me les quanlilrs p nl It soul ossonliollumouf. positives , 
on pent, nonnlurn dn Prqualion (9) quo 

(10) coso cl. Q 


seronf toujours this quantiles do signos difln mills. A I aide de, nnlln 
reimirquo, on dulnrniiiiora inimhdialumnul In signe dn. coso nl, par 
nonsh([iinnl , In snns dans Inqunl on dnvra porlnr In rayon dn courbiim p 
sur la normaln principal!* dn la roiirbr proposer. 

Dr nr. qii’ou vim I dn dim il rhsultr, : i° (pie , si deux nourbes Ira- 


nhns snr la surlann (1) onl le mhmn plan osculaleur, (dies auronlaussi 
le memo rayon dn nourhurn; ii° qun, si nns deux nourbes onl la memo 
laiigenlo sans avoir In memo plan osculaleur-, lours rayons dn cour- 
hure seron t proporlionnnls mix cosinus dns angles qun lours nornmlns 
pnnnipalns fiirmcronl. avnn la nonnaln. a la surfaen donuhn. Dans le cas 
parlieulier ou le, plan osculaleur d’unn courbn dovinnl nil plan normal 
a nolle meme surlann, on a nhcnssairnment 


(ti) eoso "it i, • 

le si gun -h mi — devan l hire admis suivant quo In rayon de nourhurn 
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do revolulion stimuli u n rondo, In rayon do r,o corelo sera i*qui\a1c«nl 
an prodml poosT. D’aillours !e rayon donl ii s’a^il. so eonlbndra, an 
sitin', pros, aver, Pordonneo f (,r) do la rourbo ^oneralrieo. On aura 

lloilO. 




p oost -- :*-/(.! ). 


liulin, onnuno la dornioro dos lorinulos ((>) <1(» la premiere Looon 
ilnunora 


0- r >) 


coat :~ 


r 

-l-T/'ir) I 3 ’ 


on lirora do Pbqualion ( 14 s ) 

(<‘‘0 p -':/(.r)v/i i-l./U)l J ; 

el Ton so Irouvera ainsi ramone a la fbnnido (Ho.) do la Looon prerb- 
donlo. 


Supposons mainlrnanl Pbqualion ( 1 ) rbsoluo par rapporl a s, oi 
rotluilo ii la I’ormo 


(»7) s *,/(«’»/). 

Alors, si Pon fail usa^o. dos nolalions adopters dans la dix-nouviomo 
Looon, on, 00 (pii rovionl an memo, si Pon dosi^no par 

(18) f//(.r ti i) ptLv I t/<fy ol d 1 /{.>', >r) r d.v 1 -\- v//.r dy -1- l<ly-, 

los dillbronliollos lolalos do /(.r, v), du proinior o(, du second ordro, 
prises par rapporl mix variables cv i*l / eousidbreos eominn indepen- 
danlos, on aura 

(hj) K \/i V/di </' ol Q- r oos‘ J a - 1 - a.s cos % cos (3 - I - 1 cos 2 [3. 

bin eonsbquonee, la Ibnunlo. (H) doviondra 

0.0s d r <:os a v 1 - a $ eon 0 cos (3 -1- l cos 2 13 
P \/ 1 -I- /)* -I- q % 

- S. 11, l, V. 
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lilt's /;, q, el par suite lo dcnominatour do. la fraction (22), no variorum 
pas dans lo passage do I’uno a Faulro. Done il on sera do memo dti 
munoraleu r 

{'x!\ ) r cos 2 ? 4- •*.« cos a cos {j -s- l cos 2 £. 

Or, ee numdratour so reduisant, Iorsqu’on suppose cos p = o, an pro- 
duil coos-’a, el, Iorsqu’on suppose cosa = o, an produit /eos 2 ( 3 , il 
ost evident, i u quo los deux quantiles r, t no eliangoronl pas do valours 
dans lo passage (lent il s’agit; '2“ qu’il on sera encore do memo du 
second tonne do. l’expression (a/j) el, par suile, do la quantile s, 
Ajoulons (pin los cinq quantiles represenlees ici par/;, q, r, s, 1 soul 
prdcisemonl los dtViveos partielles du premier ol du second ordre do 
la valour du -s (mimic par Fequalion d’une surface dans lo cas oil I’on 
consul ere x el y oommo. variables independanles. On pent .done 
enonccr la proposition suivanto. 


Tui’ , .oiu'’.mi'. 11. — Lorsque deux surfaces, representees par deux equa- 
tions enl re les c.oordonnees redan gulaires x, y, son/ osculairwcs I'une 
de V autre en un point donne , les six quantiles 


(•>,5) . c, 





s — 


<r-z 

7)jc Or ’ 


(P_ 

oy* 


conserve/}/, pour le. point commit n, dans ie passage, de. la premiere, surface 
a la seronde, les mfltnes valeurs numdrique.s el les mlbnes signes . 


Coroflaire I. — On pourrail elablir gen oral erne ill la proposition 
inverse do cello qui precede, el Cairo voir (pic si, pour des valeurs 
donneos do x oly, los quantiles (a/>) no varienl pas dans le passage 
d’une premiere surface a la secondo, cos deux surlaees seronl oscula- 
tri(!es Ftino do Faulro. E11 offcl, il osl d’abord evident qu’ellos aurunl 
un point coinimm dans lequel olios so touchcronl. De plus, on con- 
clura do la formule (20)- quo, si l’on coupe les deux surfaces par un 
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I»hin quclronquc normal on oblique, les deux courbes (1*1 <n 1 

Huronl le memo rayon tie courbure. Done les deux surfaces an run I les - 
menu's rayons de courbure principaux correspond an I aux monies 
plans normaux, ot leur point do contael sera un point d'osoulation. 
fmitolbis cello conclusion ne serai L pas rigoureusc, si la valour do p 
I mV <Ic Feqnalion (20) se presentait sous line (brine indelerminee; ce 
qui arriverait, si les valeurs des quantiles p, q, r, s, l, on do. quolquos- 
nnos d'ontro olios, ilevonaienl 1 nfinios ; ot, dans co de.rnier eas, les doux 
surfaces, sans etro osculatrices I’une do Fautre, pourraionl fburnir, 
pour le point commun, des valours egalcs des derivees p, <y, /’, s id /. 
Cotie remarque est analogue a relic quo nous avons laile relalrvemonl 
aux conditions qui cxprimonl l’ordro do contact de deux rnurhes 
pianos [voir la p. r 53 ). 


Corollaire If. — Pour qu’un point dans Icqucl deux surlaees se 
touohont doMonne un point ( 1 ’osculation, il suffit evidommenl quo, 
dans le passage d’tino surface a Fautre, la courbe du second dogre 
. traooo sur le plan tangent, et donl les rayons vecteurs sonl. egaux aux 
racines oarrees des rayons do courbure, des sections norma les, nr 
\arie pas. Or, une courbe du second dogre est completemenl. deter- 
miiioe, quand on connail le centre et trois rayons vecteurs menus du 


oontro a trois points de la courbe. De plus, elant donut le rayon de 
oourburo d’uno section faite dans une surface par un plan oblique, on 
on doiluit immediatemcnt, h l’aido du Iheortmc I, le rayon de cmir- 
buro do hi section normale qui a la memo tangente, ot par consequent 
I on dos rayons vecteurs de la courbe ci-dcssus mentionnee. Done, 
pour quun point dans lequel deux surfaces sc louchenl soil, un point 
d osculation , d suffit qi le trois plans mends arbilraircmcnt par ce point 
coupent chaaui les deux surfaces suiva/U deux courbes osculatrices l' une 
del autre. II est bon d’obscrver quo cette condition sera remplie, si 
los rayons de courbure des sections faites dans la premiere et dans la 
siMMmdc surface par des plans paralitica aux plans coordonnds sent 
egaux et diriges dans les memos sens. 
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Ola pose, pour ({lie les deux surfaces (26)01(27) soionl, osoulairioos 
I’utio dc i’aulre on un point commun (JD t y;s)> il sera nberssaire 
el il suffira geiieralement quo les valours do /;, <j> r, s, l deduiies 
(I os* equations (3o) et (3i) no variant pas quand on y romplaeorn In 
Ibnclion u par la Ibnction e. Or, cette condition sera remplie, si les 
eoordonnecs cc , y, r du point commun aux deux surfaces vbrilienl la 
form tile 

l 0*u /0«\* 0-u Qu Ou O'u / Ou y 

I Ox 2 \0z J ~ :i Ox dz Ox Qz ^ Oz 1 \0x) 

0 - e /de y d 2 e de de dV / de y 

Ox* \dc) ^ Ox Oz Ox Oz h Oz* \0xJ 

0 i u /0u\- 0-u Ou Ou __ d 5 /y Ou Ou ? d a u Ou Ou 

0x0y\0 z ) OyOz Ox Oz Ox Oz Oy Oz Oz 1 Oxjly 

~ 0 2 v (Ou Y d 5 e de de d*e de de d' 2 e de_ de 

dc dy \dv / Oy Oz Ox Oz Ox Oz Oy Oz Oz 2 Ox Oy 

d*«/d«Y 0 d*« Ou Ou ^ 0 2 u fda \ 2 

___ i)y^ \dc / " Oy Oz Oy Oz ' Oz 1 \ Oy) 

~~ 0 l v iOv Y d z e de de d 2 r/de\ 2 

d) 2 \ d- J 2 dy dc dy dc dc 2 \ Oy ) 

I du Y fda Y /d»Y 

_ W „ \dy/ \ds) 

/Ou Y ( Ou Y /dev 3 

\d-c/ W/ \dcj 



11 esl important de remarquer, 1 " quo la formulc (3a) dquivaut a cinq 
equations dislinctcs; a° que, cette formulo devant subsislor <fuand 
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do I'antre dans lo. voisinago do oo point , los valours do l’oxprossion (?) 
eorrospondant a do Ires j)oli(os valours do i diminueronl necessairo- 
monl; oo qni suppose quo la function do i re pro son too par &> diminuora 
ollo-momc. Si, au oonlrairo, on vorlu du changomont do. forme, lo 
rapprochement dos deux courbos devionl moindre, los valours do o> 
oorrcspondanl. a do Ires potitos valours do i croilront noeossaircinonl. 
On pout done affirm or quo, dans !o voisinago du point do contact, le 
rapprochement des deux couches sera plus ou nioins considerable , el lew 
contact plus ou mains intime , su leant que Ies valours de co correspon- 
danl a de ties peliles valours de i scronl plus ou moins gran des. De ce 
principe el du lemnie clabli d la page 1 33 on ddduira immedi element la 
proposil ion suivan te. 

Tmtouta I. — St deux courbos se touche.nl cn un point donne (P), el 
que l’ on marque sur ces deux courbos deux points (Q), (R) silues a la 
distance in/inimenl petite i du point de contact , le rapprochement autre 
los deux courbos dans le voisinago de ce point sera d'autanl plus consi- 
derable que I’ordre de la quantile infmimenl petite to, destitute a repre- 
sentor Dangle compels on ire les rayons vcclcurs PQ, PR , sera plus clove. 

Demonstration. — Kn ofl'ol, si la forme dosdoux courbos ou do. Turn* 
d’onlre olios viont a changer, do. maniero quo I’ordre do. la quantile 
in liniment petite w s’elove, la valour mimeriquo de to, dans le voisinago 
du point de contact, diminuora on vorlu du lemnie. I do la page i33, 
el par suite le rapprochement outre les deux courbos de.viondra plus 
grand qu’il n’etait d’abord. 

Le Ihooromo l Giant domonlrG, il ost naturel do prendre I’ordre 
de la quantile inftnijnonf petite to, considered comme function do In 
base i t pour indiquer ce qu’on pout appelcv I’ordre de contact des deux 
courbos tracees dans l’espaoe. Soil a c'clordre. Puisquo lo rapport 

sinj-6) 

~T« ' 

48 


OEuvves df C. 


s. u, t. V. 
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a Tunile pour limit?, le produit 

sinl&) . o) 
w — 7-^— = 2 sin — 

■Jr 0) 2 

sera encore tine* quantile infiniment petite do l’ordrc a, (ami is quo Ies 
expressions (i) et (2) seront, on vertu du lcmmc III do la page 1 35, 
dos quantiles infiniment pc tiles do Tordrea + 1. On pent done enoncer 
la proposition suivantc. 

Tniioa£aiE II. — Lo sque deux courbes se louchenl en 1111 point domic 
(P), L’ordre du contact esl infierieur d’unc unite a Vordre de la quantitd 
infiniment petite qui represente la distance enlredeux points (Q), (H) 
sillies sur les deux courbes, egaleme.nl eloign es du point de contact , et 
dual la distance a ce point esl un infiniment petit du premier ordre. 

It importo d’observcr quo Ia droito QU meneo du point (Q) an point 
(K)» ctanL la base (Fun triangle isocole, et opposeo dans ce triangle 
au Ires petit .angle w, sera sensiblemcnt pcrpendiculaire aux rayons 
veotcurs PQ, PR et, par suite, a la langente commune aux deux courbes. 
Ajoulons quo la surface du triangle PQRscra, d’apres 1111 theoreme 
connu de Trigonometric, equivalenlo a la moitic du produit dos cotes 

ogauxPQ, PR park* sinus de Tangle compris ontro cux, e’esL-a-dire a 
Pexprcssion 

( 3 ) - 1* bin 03, 

et par consequent a une quantity infiniment petite, dont 1’ordro a + 2 
surpass era de deux unites I’ordrc du contact des deux courbes. 

Conccvons maintenant quo Ton projetto les deux eourbos et le 
triangle PQR sur un plan qui no soil pas sensiblemcnt pcrpendiculaire 
au plan do ce triangle. Les deux courbes projctces, ayanl la memo 
tan gen tc (en vertu d’un principo cnonce a la p. 2o5), seront lan- 
gentes l’unc a Tautre. Designons par (p), (q), (/•) les projections des 
trois points (P), (Q), (R), par S Tangle compris entro les plans des 
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(rtanglcs PQR, pqr, ol par <p, y, <[/ los angles (juo les cl miles PQ, PH, 
Qll 1'ormenL respoctivomonl avoc lours projections pq, pr, cp\ Qn aura 

pq = PQ cos <p = i coscp, pr — PH cos/ — / cos/, 
tjr QU cos^ — 2 / sin — cos^. 

D'ailleurs, on prouve faciloinenl quo. la projection de la surface d'un 
triangle stir an plan quclconque est eqiiivalente a ce.ue surface multiplier, 
par le cosinus do l' angle aigu compris enire le. plan du triangle el le plan 
sur leque.l on prajelle, on, ce qui revie.nl an mfrmc, par le cosinus de 
l' angle aigu compris enire. les droiles perpendicalaires aux deux plans 
dam ilsagil (‘). Pone la surface du triangle pqr aura pour mesure le 
produit 

( 5 ) - t J sin o) cos 5 = i 1 sin - o) cos - o* coso, 

' A •A ‘A 

ot to sinus do Tangle, pqr sera equivalent an quotient qu’on oblienl on 
divisant lo double de col to surface par lo produit pq x qr, c’csMi-dire 
h la fraction 

{6) (‘08 j ft) cos a 

* ' coscp costy 

Done le produit de ce. cosinus par la droile/ay, on la pcrpendiculaire 
abaissee du point (p) sur la droile qr, sera reprosculc par 

. cos cos 5 

1 COS^ 

Or, la valour do Tangle w elan! Ires polite, ct cellos dcs angles o, 
y t <|> etaiit sonsiblement diffdrenles do-i les quanlitcs 

COR ~ 6), C0S<5, COSCp, COS/, COS^ 

(») Pour ddmonlror co lh<5or&mo, quo l’on poul 6tomlro uno surface quelconquc, il 
suflU (lo rocourir A la formulo (8i) (los pr61iminairos, ol do fairc coYncidcr le plan sur 
lequol on projolto avoc Pun (los plans eoordonnfa. 
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auront dps valours sensibles. Cola pose, il suffira do joint* les yeux sur 
les form tiles ( 4 ) et sur Impression ( 7 ) pour rceonnail.ro : i° quo hi 
(libfan coyest, dans riiypolhoscadmise, une quantile infiniment polite 
dr I’ordre a-M, et qu’clle forme avoe la distance pq un angle pqr 
sensiblement different do zero; 2 0 quo la distance du point (/>) a la 
droite ({ r est un infiniment petit du premier ordre. Obsorvons encore 
que la tangenle commune aux deux courbes projetees, so confondant 
a Ires pen pres avec la droite pq , formera olle-mcino avec la secanlo qr 
un angle tini et sensible. Done (on vertu du theoreme 111 de la non- 
vieme Logon) les courbes projetees auront calve dies, ainsi que les 
courhes proposers , un contact de I’ordre a. 

Si lc plan du triangle pqr dovenai t sensibleme.nt porpon'diculniro an 
plan du triangle PQR, mais en continuant de former un angle sensible 
avec les coles PQ, PR et, par consequent, avoe la tangenle commune 
aux deux courbes donnees, lc contact entre. les deux courbes projetees 
nc pourrait etro que d’un ordre egal ou suporieur au nombre a. Alors, 
en cflfrt, les distances pq, pr scraient encore (les quantiles inliniment 
pelites du premier ordre, taiulis quo la distance qr sera it inliniment 
petite de I’ordro a- f*i, ou (IT 111 ordre supericur. Or, iniaginons quo, 
dans ccttc nouvcllc hypothese, une sphere soil dccrite du point (/; ) 
eonnne centre avec un rayon egal ii pq, et quo cello sphere coupe la 
secondc des deux courbes projetees en ( s ). Si 1’on joint lc point (s) 
avec les points (</) et (/•), la droite rs sera scnsiblemenl parallMe h la 
langcntc commune aux deux courbes projetees, puisque ses oxl ro- 
ubles seront situeos sur Pune de cos courbes a des distances infini- 
ment petites du point (/;). Au contraire, la droite qs, ou, en d’aittres 
tonnes, la base du triangle isoscido pqs, sera scnsibleinent perpendi- 
culairc a la memo tangenle. Done lc triangle qrs sera sensihlemenl 
rectangle en s, et par suite la longueur qs, sensililometil egale au pro- 
duity/’COs(r^), sera, ainsi que la longueur qr, un infiniment petit tie 
P ordre a -hi, ou dTm ordre supericur. Done, en vertu du thcorfmie 11 
dc la neuviemo Logon, I’ordre de contact des deux courbes projetees sera 
necessairemenl egal ou supericur au nombre a. 
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Concevons ii present quo, Ions les points de l’ospaco elant rapportos 
ii trois axos coord on nos dos x t y ot s, on projetto suoeessivomonl los 
doux courbcs donnccs sur lo plan dos x, y ot sur lo plan dos x, z. 
Supposons d’aillours quo Fangio compris ontro l’axo dos x ot la lan- 
gonle comm u no. aux doux oourbos difforo sonsiblomont d’un angle 
droit. (Vito langonlo no ]Hmrra dtro sonsiblomont perpondiculaire ni 
an plan dos x,y, ni au plan dos x, z, aUendii quo l’uii ot 1’autro passont 
par I’a’xo dos x. Do plus, cos dormers plans' no pourront otro, tons los 
doux a la Ibis, sonsiblomont porpondiculairos au plan du triangle PQR. 
Gar, dans co cas, lour ligno d'inlerscction, e’esl-a-dirc l’axc des x, 

forme rail nccossairomonl un angle Ires pen different do ^ aver los 

droilos PQ, PR comprises dans lo plan PQR, ot, par consequent, avee 
la (angenle commune aux doux courbcs. (Via pose, il resulle desprin- 
cipos ci-<lessus olablis quo, dans Phypothosc admisc, lo contact des 
doux con rites projoteos : i° sur lo plan dos x, y; 2 ° sur lo plan dcsa\ 5, 
sera loujours do 1’ordro a, mi d’un ordre suporicur, et, sur I’un dos 
doux plans au moiiis, do Pordro a seulomcnt. On pout done cnoncer 
la proposition summit*. 

Tin’coiucMK III. — Pour oblenir l' onlre de contact de deux courbcs qui 
sc touchent cn un point oil la tan genie commune nc forme pas un angle 
droit avee l’ axe des x, il sujfit de chercher les nombres qui indiquent les 
ordres de contact des projections des deux courbcs sur le plan des x , y el 
sur le plan des x, z. Chacun de ces nombres , s’ds sonl egaux , ou le plus 
petit d' onlre eux, s'ils sonl inegaux, indiqucra l ordre de contact des 
courbcs proposees. 

Corollaire /. — Le theorem e qui precede suhsislc egalemcnt, dans le 
cas oil les variables x , y, z dcsigncnl des coordonnees reclangulaiics, 
ot dans le cas oil cos variables rc prosen tent des coordonnees obliques. 

Corollaire IL — Lorsque doux courbcs a double courburo sc touchent 
cn un point oil la tangente no* forme pas un angle droit avee Paxc 



382 


APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

dcs x, la determination do I’ordre du contact so trouvo rdduile par 
h‘ theoremc Ilf it la recherche do I’ordre do contact do deux 
eourbos planes, cYst-ii-dire it un problems resolu dans la neuviomo 
heron. 

Corollaire III. — Supposons quo deux courbes, represenloos diactino 
par deux equations outre loscoordonnecs reclangulaires mt obliques a \ 
y, z t aient outre dies un point common eorrespondant it I’absoisso ,r, 
ot on ce point une tangente commune non porpondiculairo ii I’axo 
dos a:, avoe un contact do l’ordre a. Soit d’aillours n lo nombro ontior 
dgal ou immcdialemenl superiour it a . Enfin, admetlons quo I’nn 
proimc I’abscissc x pour variable inddpondante ot quo. I’on designn 
pary./bj", . . . , z', z", z"\ ... les derivees succossives dos variablos y 
ot ^ eonsiderces commc functions do x. En vertu du thoorbmo III el 
dos principcs exposes dans la neuviemo Locon, les quantiles 

(8) ( r> /. • ••> y {n) > 

U z\ z“, ad.) 

eo n serve rout les memos valours, pour le point donl il s’agit, dans In 
passage de la premiere courbo a la sccondo, Land is quo eliaeunu des 
quantiles 

(9) y ln + l) , 

ou an moms rune des doux, changcra de valour. 

Corollaire IV . — Lorsquo la tangente commune aux deux courbes no, 
lormo pas un angle droit avee l’axc des x, et quo I’ordre do contact 
ost un nombro ontior, il suffit, pour determiner cot ordro, do elioreluT 
la plus grande valour qu’on puisse attribuer an nombro ontior n, on 
choisissant ce nombre de mantoro quo les quantiles (8) demeurent 
toutes invariables pour Ie point de contact dans Ic passage d’une 
courbo a 1 autre. Cette valour de n indique preciscmcnt l’ordre demando. 


Corollaire V. — Si la tangente commune aux deux courbes formaif 
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un angle droit avoc Paxo dos x, olio no pourrail etro a la fois perpcn- 
dieulaire au plan dos x,y cl au plan dos x, z. Par suite, olio formerail 
un angle di Huron l do ~ avoc l’axe dos y ot avoc l’axo dos s, ou au 
moins avoc Fun do cos deux axes. Done, pour determiner, dans ectlo 
hypothese, I’ord ro do contact des deux courbos a Paido du then- 
rome III, il fluilirail do subsliluer a I’axe dos x I’axo <los y mi 
Paxo des s, ot do romplacor, on memo temps, le plan dos x, z mi 
dos x> y par le plan dos j, z. 

Lo theoreme III, a l’aidc duquel on iixe aisement I’ordre do. contact 
do deux courbos planes, pent etre remplacc par un autre theoreme qui 
n’ost siijet a aucune restriction, ct quo. nous aliens elablir on pen do 
mots. 

Soil loujours (P) le point common a deux courbos qui so tonclionl. 
Soient encore (Q), (R) deux autres points situcs sur la premiere et sur 
la seconde courbe, egaleinent oloignos du point do. contact, ot dnnt 
le.s distances a ce point se reduisent a une longueur infiniment petite, 
designee par L ISnfin, concevons qu’a partir du point (P) on porlc sur 
la soooude courbe un arc PS, qui ait la memo longueur quo Parc PQ, 
qui suit dirige dans le memo sens, et qui aboutisse au point (S). La 
seonnte QS, en vortu du theoreme II do la seizieine Logon, sera sensi- 
hlement perpondieulaire, ainsi quo la secantc QR, a la langente com- 
mune. l)e plus, la corde US, elanl comprise entro deux points do la 
seconde courbe lefts rajiproehcs du point dc contact, sera sensiblc- 
ment parallele a eette tangento. Par consequent, dans le Iriangtorccli- 
ligne QRS, les cotes QR et QS formeronl, avee le troisiemo cole RS, ties 
angles dont ehaeun differera Ires peu d’un angle droit. Done, le. rap- 
port entro les deux premiers coles, on, ce qui roviont au meme, le 
rapport entro les sinus des angles opposes, differera Ires pen do 
I’unitc; et Don aura, en designant par I une quantile infiniment petite, 

( 10 ) QS = QR(I + 1) = (IH-I) 2 i 8 in£- 

D'autrc part, commo le rapport entro Parc PQ ct la corde PQ = i aura 
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pour limile Piinite, on trouvora cneorc, on designanl par J une quan- 
tile infinimcnl polite, 

( 1 1 ) arcPQ = (n- J)*. 

Cela pose, admollons quo, lea deux eourbes ayanl. outre olios un 
contact do Pordro a, l’on considere 1 c rayon vncteiir i coniine un infini- 
mont petit du premier ordre. II est elair quo Pare PQ sera encore, un 
infiniment petit du premier ordre, tandis quo la distance QS sera do 
I’ordre Ajoulona quo Pordro dc celto distance no variera pas 

{voir le Corollaire III du lemme IV do la neuvieme Logon), si I'on 
prend pour base Parc PQ, ou une quantile tollo quo Pan; PQ reslo 
inliniment petit du premier ordre. Cos rc marques suffisent pour elablir 
le nouveau theoreme que nous allons enoncer. 

TiirmubiE IV. — Pour oblenir V ordre du contact dc deux eourbes qui 
se touch enl en un point donnd, il sujfid dc chercher le nombre qui rcpvd- 
sente l 1 ordre de la distance infinimcnl petite comprise enl re les exl remiles 
de deux longueurs egales porlees sur les deux eourbes a parlir du point 
de contact, dans le cas oil ccs mimes longueurs devie/inenl infinirneni 
pel Ues du premier ordre, Le nombre dont il s'agil, diminue d’unc uni id, 
indique toijours l' ordre du contact. 

Corollaire I. — Soit i la quantile infinirneni po.tite qui represenfo 
chacuno des deux longueurs menlionnccs dans le theoreme IV. Dosi- 
gnons, en outre, para?, y, s et par vj, '( les coordonneos des points 
auxqucls ccs longueurs aboutissent sur la premiere et la second? 
courbe. Enfin, soil 

(•a) « = [(^~0 1 +(y--o) 2 +(^ — C) 2 ]^ 

la longueur tie la droite monee du point ($, yj, 'Q au point (rv, y, a). 
Si loti considere i commo un infinimont petit du premior ordre, ot.si 
i'on appeile a l’ordro dc contact des deux eourbes, la distance a sorn 
(en rertu du theoreme III) un infiniment petit do l’ordro a -hi. Pur 
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suite, Ii' earn? do cello distance, on la so mint' 

( i 3 ) (. r - 0 - + (. v - r ,) J +(--?) 2 

sera tin inliiiimonf petit do l’ordro 2 a-\- 2 , co (jut exige quo dos Irois 
dificrcnees 

(id) y — n, j — Z, 

I’uno tin nioins soil, do Venire a + r, los deux aulros ctant du memo 
ordro ou d’uii ordro plus clove. On arrivorait a la memo conclusion 
mi observant quo los valours numoriques dos expressions (i/j) ropro- 
siMilonl, los projections do la distance x stir los axes dos x , y et s. 13n 
elfol, il ost aise dc reoonnailro. qu’ime distance infinimenl petite et sa 
projection stir un axe quelconque soul, en general , des quantiles de intone 
ordre. Sen lenient I'ordre de la projection pent surpasser I’ordre de la 
distance , dans le ras on celle-ci deviant sensiblement perpend iculaire it 
l' axe. Alois il osl. c.lair ([in 4 cello derniore condition no saurait olro 
reniplie a la Ibis pour los Irois axes dos x, dos y (‘tdos s. 

Coro/lairc II. — (lonsorvons los monies notations quo dans lo corol- 
laire precedent. Soil, toujmirs a I’ordro do contact des deux courbos 
don noes, el. dcsignons par n lo. nontbre on tier cgal ou iinmcdiatemonl 
suporieur it a. Puisque, la quantile i ctant rogardee comnio infinimenl 
polite du premier ordro, l’uno des Lrois difierencos 

x ~ £, y — n, - — Z 

devra Aire do. I’ordre a -i- 1 , los deux aulros ctant du memo ordre 011 
d’lin ordre plus clove; il resulle de ce qui a 616 dit dans la neuviemo 


Lcijon 

(!»• 

i3a ol, 

r 33) quo, 

si Ton proud 

i pour variable indepon- 

dilute, 


' £ 

d(.r ■—£) 

cHx-i) 

d"(x — l) 




_ ~di ’ 

dd * 

di" ’ 

('•») 



d(y — -n) 
di ’ 

d- (.)' — n ) 

d"{ r — ti) 


r — ^ 

dd ’ 

di* ’ 




r/(s- Z) 

d*(z-K) 

d"{z-K) 



di ’ 

di 1 1 

di" ’ 


4 9 


QEuvrcs ilc C. — S. II, l. V. 


U'l’l h \ I m \ ' t'l t \ f ' l I i * : i 4 I i ! i \\ \ | 


f i mi hi i rmi i i, l. iii-li 

/ - 


nil ill) iiimhi rum >1’. nli« • II' , ■ > 

SiHi-nl t l‘:i 1 1 i< 1 n i \il lr ,u . - t > i , 1 1 

j M ( 1 1 1 1 1 1 ' I « ‘ ill"- I Millin' I 1 f K |i i 1,1 ■ 

INI jinltll li \i* tie l.| I’. Kliili > . .|. l i" - 1 I- | 

i|Mr t’i"> (in u \ i‘,i ii \ .in' * • 1 1 nl -I ii i * -I i > 
llillllllll’ ll< . It ill . \,|| l.il.lr |, t rf .i‘M. « i - ' 1 
I’MIhllillllr-., MU .(III. i 


n. [. I, 


>*« > n u 


H I mi |iuiHTii j m null i* | it 1 1 1 1 v.umI.I. ui<i> {>< 
lii | iri'lu it’i r niiiilir, \ ,iii I it n i: -ji. .n 
«’<>nrln\ ; ;i it lieu ilr /. I , |.i |... s j,», 

*1 nml n'siM'rliwmi'iil 


i / i i/ ■ 

i , , 

-/> .i. 

• it » / • , .1' » l 

, </ ,/ ,/ .» 

*' .A >/,' .A 

</“ ',» »/• » »■ ,/ 

1 ' ' ' ,/, • ,i 


KiM'^iIjiiiI Iis I)li;illlih", , in I )| |„nu. it 


r/.f 

./ 

./ » 

<f 

*A 


-A 

■ f. 

i/r 




.A 


»A' 

>L ‘ 

t/.i 

>i: 

,A 

>1 . 

»A 

,// 

<A 

•A 1 ' 

S H' 

\ c'*ri lipi* 

jniur 1 

JlUlilt »|r « tiMf.it 


ii' i 


[XWl'H, lit ml i s i|IU>, jmiir In iiirmn |iiij|it, rli.iruiir •!«> , rsj.it. ,i,m 



C A Mil! K Dim'iHKNTIlir,. mi 

ou nn nioins I’uno <1 Vnlro olios, ohliendru nm- valour dill'droido dr 
zdro. Si, maihloiiaul, on observe qu’nn pool, sans meonvdnienl, sul>- 
(i I him* * < | iiiuul il s’ji^il dr la sreondo emirho, los h'M im*s ,r, y, s e! s mix 
lollrt's E, Y] * '(, ('I c, on amvora iinmddialomonl an Iheoronio (jin' nous 
aliens diioneer. 

Tiikoukmi: V. — Elan! ptopose'es deux c.ourbes qui sc Lauchen t en tin 
pamly si Con con side re les coo rdon /tecs :i\ y, z da c.hacune d'elles coniine 
des functions dc Care s pris com me car table indcpcndanle , el si Con 
suppose ret arc cample sar charjae c.ourbc, dc idle maniere (pi i l sc pio- 
tonge dans le indue sens pour les deter, courbet an deb'i da paint de con- 
tact ; non settlement , pour hi point dont il s'a^ity les rariables .v, y, s, el 
tears derivecs da premier ordro 

d.r tty tlz 
its ’ t/s ’ tts ' 


ne c/rangeront pas de calcar dans !e passage de la premiere roar be it la 
scran dr, ma is il. en. seta encore de mime des derivecs success ices 


tC.r d*.r (I- y d*y d x z iP: 

>/ s ‘ ’ t/s 1 ’ ds 1 ’ did 5 did ' 


jastjuu colics dan/ Cord re sera inditpu 1 par le. a ombre enlier opal ou irn- 
md/iatrment sapeneard Cordre da contact . . Celles-ci seronl les dern lores 
i/at rentphront la condition c no aide, en sorfe (gte les irois suivanles, on 
an mot ns Cane, des t. rot's, c/iangcront dc. calcar, (juand on passeru d’tine 
courhc it Cant re. 


Corollaire !. • •• Si los deux eoiiriios onl. rnlro olios n n oonlacl do 
i'ordiv n, n ddsi^nmH on nmnbro onlior, alors, dans io passage do la 
prom it* re oourho. ii la sre.ondo, oliaonno dos quanlilds 


d.r 

d\r 

d" >r 

ds ’ 

ds* ’ 

'ds ir * 

dy 

d'y 

d" y 

did 

V/v* ’ 

ds"' 

dz 

d'z 

d" z 

ds ’ 

ds' 1 ’ 

ds*’ 


(■»«) 
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, oii>i*noi‘a la menu*, valeur pour lopoinl do conlad, (.and is (|tm charuin 1 
di'v |ro!> demees 

d" I-' ,r (/"*-')' d" •-‘s 

1 >>l ’ ds "’* 1 5 ds" H ’ 

on an mouth Pune drs trois, prondra line valour nouvello. 

CtHvllaire 11, — Soit 

i '■* l i v, y, s) 

lino function queleonque ties trois variables y, z. Si Ton eonsiiloro 
n-. Minablos olies-menics commodes fonctions do.y jiropros a ropresen- 
(•t b‘s ooonloiinees do la premiere ou do la soeondo emirhe, /* devieu- 
dra [laroilloinont function do et l’on trouvora 


d / 

ds 

d£( 

r * r« 

Mr 

z) d.r 
ds 

-A- 

dH*s y, 

<\y 

£) i l r 
ds 

h- 

<)*(•>', y, 
ds 

o) r/v 

(/•/ 

d>( 

V, 

, s) d J .r 

_4_ 

0${.r‘y y 

z) Cl\v 

■ 

0$(.r t } , 

3) 

/A 4 


Mr " 



~ dy " 

ds* 

-h 

ds 

d.v 1 


M'-f 

( f, r 

,_=_>/dad 

\ 2 

<)-$(&, y % 


5 

dnft.r, y. 

, 3) /Ms 



7h :r 

\ ds , 


df 


■+* 

t)s* ' 

" (dv 


d r 
ds 1 


+ Tiil (I'l f !± (?Hx,y,z) ds d.v _ d’-ff.r, ,r, -3 ) Mo d, 

do ds ds dzOx~" els ds J ' da: <)y ds ds 

r, s) d"s 


-h 


, l r *l' v i Tiii 
Mr rfy“ 


+ df Lr, 3) d">; 

Ms' 1 


d/ 


ds 


d.v" 


Onlc n'Mlmiims equations joinlos nu corollairr ( il WShmIIo si 

lll ' UX mlrbcs Vnposfa out eiK.ro dies un con tool do 1’ordro 
‘duicum* dos quantiles 


dr _ (L7(,r, r, 
ds ds 


1 3'(x, y > 5 L 

d l r _ 0 Z l T Lr, y, ^ ) 


rf* r __ d" (,r, r, 

<5* Ms" 


7r' r ™.!“ ,,l4n,n Vi,Icm ' l )0Ur 10 P«i"l do contact, dans Ic passage 
im ' m T nmbe k la seconde ' Coot cc qui tirvivera, par csompUs 
‘ "" 1)rC '' I,UW " 1C ra - Ton '-edeurmcne do l’originc au point (*, y, a ) 
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pi determine par la formula 

(tC) /• ~\/Tr 2 -H 7 1 + z 2 . 


Ajoulons quo la dor Ivor 


(»7) 


r/" +i /' _ d»+* rff.r, j-, x;) 
f/.?" ‘~ l d?" • 1 


delermincc par liquation 

I d" 1 1 /’ <) c 7 (.r, j, x; ) <Y" .r 

_ 1 ds' l + l ~ da' ds ,,ri 

<i8) > 

d '7(,r, y, s') d"+'y d 9 Z(.v, y, s ) cl" { 1 z 
l ” <)y els" ♦ 1 1 ps c/.?-" 1 



ohangora ordinairomont do valour quaud on passera d<» la premiere 
eourbo a la seconde, parct* quo ohaouno dos expressions (22), on an 
moiiis 1’uno dos trois, prondra uno valour nouvelle. Nbanmoins lo 
con I rain* pourra it avoir lion dans eertains eas particuliors, par exomple 
si los valours do a', y, z relatives an point do contact reduisaienl ii 
zero, dans lo second inembro do la formula (28), los coefficients dos 
expressions (22), 011 an moins le coefficient do relit* riont la valour 
ehangerait. La memo remarquo s’applique aux deriveos 


(t9) 


d" l ■ /' f/"-' V 


Corollairc III. — (amcovons main tenant quo I ’on vouillc prendre, 
an lieu do s, In quantile r — y, z) pour variable indepcmlanle. 
Alors on pourra ooncovoir quo, los coord ounces a), y, z clan l loujours 
functions do .v, $dovienno foncLion dor; el Ton tirera do I’cquation ( 23 ), 
differentiae plusiours Ibis par rapport a r, 


/ y, 

5) ds 


, ' ds 

dr y 


| d$(.r t y, 

s) d 2 s _ 0- 

^"(■i’O’, 5 ) (ds y 

ds 

dr 1 

Os 1 \drj 

„ d$(ic, y, 

s ) * a s , 


" ‘ ds 

dr" 

* * 


(3o) 
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Us- ftirmulo-' (Jo) remiios an corollai rc* H il resulle quo, si !es <lep\ 
I'uiH'Sx", proposers out enlre (‘lies un contact tie Portin' //, les qtipniiler. 

ds d ! s d"s 

i:n 37’ TIP* •••’ dP* 


rmisenenml (‘ii geneva! les memos valours relativ('s an point fin eonlnel,. 
tpiaml mi (uissora <le la premiere courbo a ia smimli 1 . Kn su !>st 1( uau ( 
»‘o? valours ihum les equations 


d i d i c/v 
dr d\ dr ’ 

dv dr (U 
th th di 

dz _____ dz th 
dr ~~ ds dr' 


d'-.r _ d.c d i .\ d 1 . V / ds \ “ 
ds“‘ ds dt 1 ‘ ds 1 \ dr ) ’ 

d'y ___ d) </’s (hy/tkt V 

ds'- ~ 73 7 /r- + 3 s 1 ' \ 37 .J ’ 

d- _____ rfc rfU c/ 3 ^ A/.s \ - 

dd ~~ </$ </r 3 ^ d.d \dr) ’ 


//",/• ✓/./■ I'/"*, 

('//’" /A- r//" 

</’'r dy d a .v 
<•// " ‘ V7.v (//■» 

(/" = _ dz. ti 11 s 
dr" ~ ds dt " 


i‘t a\ ant e^artl an eorollaire ], on parviemlra aux conclusions suivanles: 

Si fos <ieu\ roiir/ies proposers out entre dies un eontari tie Por<li-c» //, 
<-t si l mi preml rr=.7yx,y,z) pour variable intlcpoinlanlo, non smile- 
lunit le-- nnmlommos o\ y, r, mats encore lours ilorivees jusqu’ii relies 
tie Poitlre n, sivoir 


d.c 

dKv 

d'x 

d".r 

fir* 

di** 

dp' " 

■> j-yy 

dy 

d\y 

d* ) 

dy i 

dr * 

dr - ’ 

dy' " 

” dy' 

dz 

dP 

(IP 

Cl» v 

dr' 

dr 3 ’ 

dy ’ 

’’ dp 5 


eoiisenoront rncraleme.it les memos valours relatives au point tie 
m l ,aS!> «* ,le lil pi-i'inieie courbo it la suumido. On doir 
,,vce f' l,,r MS pwlii ulif-s. dans l.-sqm'ls Ira vnlnnra 

(33), mi ,1,. (jni'iqiiBs-uiira ,1’cntnu olios, I [runs (Ins I'm- 

( ' ,o) 1,1 t 3a )> se Pfi'MiHcramnt, pour I’unu u( I'anlra enurin', 
sm,s lu “ ou 2. ot vuriuriiioiil nbanmoin* (Inns In 


1'^ dmw courbe it IW Dans loas 1 C8 fu ,tr f -s era, k> eorollairo i 
C °' SSt ' ra paS vrai - si i> la variable , on s „l, s(iUu , , ft varittI)le 
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hoc par one equation tinie queleonque anx eoordonndes a*, y, Seule- 
ment, apres colto substitution, I’on no pourra pas loujours aflirmor 
<jiio, |)our le point de contact, Tune an moins dos trois ddrivees 

d"' [ x (/''-"y d"* l z 

dr" 'I* dr" ’ dr "-' 1 

change do valour dans io passage do ia premiere eourbe a la seconde. 


Coro l (airc IV. — Supposons (juo, I’ordro du conlacl dos deux eourbes 
don ndes «lan l egal ii n, on premie tmijours r pour variable indepon- 
danlo, el quo I’on designe par 


/>, </, • • 

do nouvollcs fond ions dos eoordonndes ,r, y, s. On aura 

I dp — d/> dx dp dy Op dz 

I dr Ox dr Of dr dz dr ’ 

d'-p _ Op (Pjr Op d-y Op <P z 

dr J ~~ Ox dr 1 dy th* dz dr* 

<Pp / dx \ 2 0*p (dyV 0*j> (dyV 

Ox 1 \ dr ) 1 dy 1 \dr ) 1 Oz 1 \dr) 

1 0 2 p dy dz (Vjy_ dz dx Q*p dx dy 
” t ~ OyOz dr dr ’ + " a Oz Ox dr dr 2 Ox dy dr dr ’ 


I P — ( llL d/-> d" y Op d" z 

| dr" Ox dr" 1 dy dr" 1 Oz dr" H ‘ ’ ’ ’ 

et, oo mine Ios expressions (33) eonserveront, on general, Ins memos 
valours, relatives au point do contact, dans le passage do la premiere 
eourbe a la seeonde, il est cluir qu’on pourra on dire autant, non sou- 
leinent dos fond ions ddrivees 


( 35 ) 


dp d 2 p d"p 

dr* dd i> ~dr" * 


(loot los valours soronl delormindos par les formulas (3d), mais encore 
dos diOdrcnliclIos 
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On amveiail ii des conclusions semblables on subslihianl In (mic- 
tion q ii la function p. Enfin, on pourrail (icluuigcr mil re idles Ins quail- 
titc '"p f q, /’ilc loutes Ios manieres possibles. Ainsi, par exempli 1 , on 
roconiiaitrait qu’en general Ies difleron lie lies 

( dq , cl 2 q, d" q, 

to;) 

( clr, err, d n v, 

prises par rapport a la variable p conskleroc commc imlepondanle, eon- 
serveni Ies memos valours relatives au point do contact, lamlis ijo’on 
passe il’iine combo ii I’autre. 


Corollairc V. - Hicn n’cmpeche do suppose!*, dans Ies oorollaires If 
el III, 

r = cc. 


Alors cellos des expressions ( 33 ) qui renfermont In variable x so. re- 
dmsenl la premiere ii I’unitA, les autros a zero, el oodles qui pen- 
ferment 7 on 5 deviennent rcspectivement 


(o’S) 


dr 

cPy 

d"y. 

dx 

cW* ’ 

dx" 

dz 

cPz 

cl" z 

d.c ’ 

dx'' 

dx" * 


uoiic, si ies deux courbes proposees out enl.ro olios un eontaot do 
I’ordre n, et si Ion premia pour variable indbpondanto, non soulomoiil 
le^ eoordonnbes y, z, mais encore lours derivees succossives jusqu’h 
eolios do I’ordre n , conserveronl, en general, Ies memos valours rela- 
tives an point de contact dans le passage do la premiere eourbo h la 
second.*. Ajoulons quo, dans ce passage, Ies derivees do I’ordro n 4- 1 
el Ies suivanles prendront ordinairemenl des valours nouvollos. Nean- 
moins, le contraire pent avoir lieu dans certains cas paHieuliors, con- 
fbrmement ii ^observation deja faite (p. i/,3) pour le cas ok ehacune 
dos courbes devient plane. 

Lorsque la langentc commune aux doux courbes no forme jias un 
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d a +'y cl“+' z 

( d 9) 7h^+'' 

ou au moins rune des doux, change necessaircment do valour dans 
le passage d’uno courbe a l’aulro, ainsi qu’on l’a deja remarquo {voir le 
corollairo III du thdorbme III). 

Nous observerons on finissanl qu’on pout ton jours ehoisir l’axe 
dcs $ do nianidre qu’il forme, avoc la langonto commune ii deux eourbos 
do nudes, un angle dilfcrenl d’un angle droit. Cela pose, si Foil reunit 
le corollairo III du theordmo HI au tbdordmo I do la dix-liuilieine 
Lecon, Ton on conclura gdndralement (jue deux courbes- qui on( entre 
olios un contact du second ordro, ou d’un ordro plus (Move, soul oscula- 
trices 1’uno dc I’aulro, ot rdciproquomont quo deux courbes oscula- 
Irices I’line, do I’antre out toujours outre olios, au point d’osculalion, 
un contact du second ordro ou d’un ordro supdrieur a 2 . 
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VINGT-DEUXIEME LECON. 

Sl'R LES MYERS ORDRES T)K CONTACT DRS SUHl'AOKS COD HUES. 


Considcrons deux surfaces qui se toiiclient on un point domic (P). 
Si, par ie point (P), on mfeno un plan normal an deux surfaces, les 
deux lignes d'inlerscction seront langcntes Pune u railin'; el, si 1 ’on 
fail lourncr ce plan aulour dc la normale, les deux lignes don I il s’agil 
rhangeront, on general, do position ot do forme. Quant au nombre (pii 
represented i’ordre de contact de cos deux lignes, il poumi mi 
demeurer toujours Ie memo, ou changer de valour aveo la position dti 
plan normal. Or, ce nombre, quand il est invariable, ou sa valour mi- 
nimum, dans le cas contraire, sort a mesurer ce qu’on appelle Vordrr 
de contact des deux surfaces. Soil a cot ordro; et supposons quo, les 
ileux surfaces etant coupccs par un plan normal quelconque, e’osl- 
a-dire par un plan qui renfermo la normale commune, on nomine (Q), 
(K) les points ou les courbcs d'inlersoction, prolongees dans uu eei’- 
(am sens, sunt rencontres par un arc de corclc deceit du point (P) 
emmue centre avec un rayon Ires petit desigue par i. Si Ton eonsidere 
ce rayon comme inttnimont petit du premier ordro, la distance Qli, 
wuiable avec la position du plan normal, sera elio-mome line quantile 
irdiniment petite dun ordro marque par un nombre constant ou va- 
nal)l(', dontrt 4- 1 representera la valour unique ou la valour minimum. 

Concevons main tenant' quo par lo point (Q), situo sur ia premiere 
surface, on mono une seeante parallel a unc droito qui forme avco le 
plan tangent commun aux deux surfaces un angle § sonsiblomont diffd- 
rent de zero, mais infericur ou toutauplus egalaf, ct quo coUa seeante 
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coupe la sccondo surface on (S). Dans le triangle OILS, WmieHS, 
si Element parallel an plan langenl, puisqubl >era eomprm enlre ,leu\ 

points ilc la see on <Il» surface (res rapproehes <lu point de c ad, 

formera evidemment mv les cotes QU, QS do* angles finis, do.U le 
premier differora tros pe« d’un angle droit, tanili^ quo le second sera 
opal ou siiperieur a a. Done, si Ion clesigneparl nne i/nanliie inlini- 

ment petite, cl par A un angle cumpris enlre les linutc> c el -> on 
aura 0 


sin 


QS 


sin A 


OIL 


Or, il resullo fie c<‘tte dcmiore Ibrnnilo quo la distance inti niiiM-iil 
petite QS sera, pour lollies les positions du plan normal, do memo 
ortlre quo la distance QK. Do plus, coniine le rapport enlre la porpen- 
dieuJairc abaissee au point (P) sup la ilroito QS ou stir sun prolonge- 
inenl et lo rayon vcclour PQ = i sera equivalent an sinus do Tangle PQS 
forme par la droile QS avee une droite PQ sensiblument parallele au 
plan tangent, et, par consequent, a une quantile iinie differente do 
zero, cette perpcndieulaire sera evidemment une quantile infmiiueiit 
petite du premier ordro, Do ees diverse* remarques on deduit inmie- 
diateinent la proposition suivante : 


Tuiioni-ME I. — Ij'onlte de contact de deux surfaces, qui sc touc/ienl 
en un [joint domic (P), est inf (incur d' me unite d la valour unique ou a 
la valettr minimum du nombre qui re presente V ordro de la distance inji- 
nimenl petite comprise enlre les points (Q), (S) ou dies sont rencon/rees 
par une secant e qui forme avec le plan tangent common a ecs deux sur- 
faces un angle sensible , lorsque l' on consulcre la distance du point de 
contact a la secante donl il s’agit comine un infinimeril petit dq premier 
ordro, 

Supposons quo Ton ait mono par lo point (P) un plan quoleunque 
qui forme, un angle sensible avec le plan tangent. Ge plan coupera les 



300* APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

surfaces suivantdcux nouvciles courbos. De plus, on ponrra eon- 
<*o\oir quo la sccante, ei-dessus mentioning, coincide avee uno droilr 
comprise dans ee memo plan; el alors, on comparanl lo theoreme pre- 
cedent ati theoremo III do la neuvieme Logon, on club lira sans peine 
line proposition quo nous allons enonecr : 

Taco n emc If. — Lorsque deux surfaces out enlrc elles, en tin point 
donne, un contact, de Vordre a, tout plan normal ou oblique , qui forma 
un angle sensible avec le plan tangent conimun a ces c/eux surfaces , les 
coupe sided at deux courbes qui out entre dies un contact de Vordre a ou 
d’un ordre superieur. 

II importe d’observer ici non seulement quo los sections fades, dans 
les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui ren Torino le 
point eoinmun, peuvent avoir entre elles un contact d'lin ordre beau- 
coup plus clove quo le nombre a, inais qiPellos peuvent memo, dans 
certains eas, sc confondro enticement Pune avec Pautn*. Alors le 
nomlire qui represent l’ordrc de contact des deux sections proud 
line valour infmie. Ajoutons quo cos deux sections se rceluisent 
queiquefois a unc sculc droile. On peut oflrir pour excmple la gi'uiera- 
tricc commune a deux surfaces coniqucs ou cyli’ndriques qui sc 
touehent en un point donne. 

Si les deux surfaces sont representees par deux equations enlrc les 
coordonnccs rectilignes x,y, z, et si 1c plan tangent menu par le point 
eoinmun n’est pasjsensiblemont parallMo a l’axcdess, alors, on sup- 
posant la sccanle QS parallclc a cc memo axe, on deduira immediatc- 
inent (lu theoremo 1 la proposition suivanto : 

Iin.ORE.iiE III. — Pour oblenir Vordre de contact de deux surfaces qui 
se touehent en un point ou le plan tangent ides l pas paralliHe it Vaxe 
des s, ilsiiffit de mencr une ordonnee tre's voisine da point de contact et 
de chcrcher la valeur unique ou la valeur minimum du nombre constant 
ou variable qui represente Vordre de la portion infinimenl petite d’ or- 
donnee comprise eiure les deux surfaces, dans le cas oil Von considere la 
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distance dti point dr contact a /’ onion nee rarntnr infinitum/ pc! hr tin 
premier on/re, ('rile calcar unuptc on relic rttlettr minimum, diminacc 
il' utir unite t indufite 1‘ordtc du runt act. 

i 

torolhiire f, Snienl 


(>) ••• /(-'O'). 

(■■) - I’’ 

les eipialiiuis <lrs «lt , n \ surfaces enurbes. Idles ;m rent I un |>n i n I 
ci mm m u n rmTesponilaul it un syslemc ile valeurs ilminees lies vji 
riablrs .r, y t el, hi re pniul, un plan lan^eul rumimui, nun |iiirnl IMr it 
I’jiM* ties (coir la seizirme l.renii, p. .ion), si, pilin' les \nlcurs pro- 
posers ile .»*, p, les forumles (i) el (■>.) rmmiisseul lies valeurs chairs 
el linies, nun seulemeiil ile runlunnee mais eiirnre ile ses ilrrivees 

i en snrle (j nr les eiputlinns 

/(•'..>*) I’(. 

<H’’ (.»',»•) ^/(.'i.v) 

the ' ()f Or 

suien! verilirrs, el (pie les ili'llK inemlires ile eluieune il’elles run- 
servHil des villeins linies, Dans relle bypnlhrsr, la ilillrreurr 

(••) i‘ (•»•..»•) /(•«•. j)* 

ipii s'evaunuirn pmir les valeui'S ile .r el ile y relalives an pninl 
ennuium, ileviemlra iulinimnil pelile, ipiaml les variables ,i\ y rrrr- 
vrotil lies aeiTnihSHiieuls iulmiuienl prlilsA.r, A,}'! el, si I'iiii emisidere 
la ilislauee 

(li) \/Xr* n A )' 9 

rimnne e.lanL un inliniiuenl jielil, tin premier onlrc, 1'imlre ile hi quint- 


piii'C lel les p 'i,.' 1 / 

(•*» 

el 


(D 


•>/( e, ) ) 
th 
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tile 1 infinimenl petite, qui rcprcsenlera la nouvelle valour do 

^(x,y)-/(x,y), 

surpasscra rl’imo unite I’ordro do con (ant dos doux surtaees. II imporlt" 
d’aillours d’ohserver quo (’expression ((») sura une quantile infinimunl 
polite du premier ordro, si eliaeun dos accroissomonts A.r, A y osl uti 
intifiimeni petit do cot ordro, oil si Pun d’eux osl du [tromior ordro, 
Paulro elanl mil ou d'lin ordro suporiour. 

Corol/aire II. — Si les doux surfaces so louolionl, on tin point do 
I ‘axe dess, mais do maniere quo cot axe no soil, pas ron forme dans lo 
plan tangent mono par Ic point do contact, il sulTira, d’apros or qu’on 
vient do dire, pour determiner Pordro du contact, do elioeclior le 
nombro qui indiquera Pordro do la difference K ( , y) — /(a;,/), on 
oonsidcrant les doux variables x , y comnie des infinimont pelils du 
premier ordro, el do diininuor co nombre d’uno unite. Pin operant 
atnsi, on reconnaitra quo los quatro surfaces representors par lus 
quatre equations 

z — x'-yy 2 , z = x 3 + y 3 , z — a: ,l -\-y\ z = .t» -I- /», 

out loutos outre olios, a Porigino dos coordonnees, tin eonfaol du 
premier ordro, Landis qu’au memo point los doux surfaces - 

- — x n + y n , Z = a ;'*-*- 1 + y »+ 1 

ont un contact de Pordro n, cl los deux surfaces 

*- 4 ii 

z~x +y\ z = x 1 n- y '• , 

un contact do l’ordrc $ — x — I. 

5 4 

Cor . ollaire UI - - Supposons quo los surfaces (i) o|. (2) aionl, un 
point common correspondanl aux coordonnees x, y ,.[ on re point un 
plan tangent commun, non parallelo a l'axe des s, avec un contact (le 
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I ’ordre a; soil d’ailleurs n It' nombre on tier egal on mi modi atom nil 
supericur a a. La difference 

( 5 ) L(.r,/) — f{x‘,y) 

s’cvanouira; el, si 1 ’on dbsigne par Ax, Ay des aecroissoinc ills infini- 
menl pel its du premier ordre. allribues aux coordonneea cc, y, IV\- 
prcssion 

(7) F(j?H-Aa7, /4-Ay) — •+• Ax, y + A y) 

sera (an vertu du eoroHaire I) un inOnimonl pol.it do I’ordrc a+i. 
D’ailleurs, pour (pie les accroissemenls Aa?, Aj'snicnL infinirnonl petits 
du premier ordre, il sul'lira de prendre 

( 8 ) A x — a dx, A y — a. cly , 

(Mi dosignanl par a line quantile infiniinent petite, du premier ordre, el 
en donnanl aux d i (lore n tie I les dx, cly des valours finies. Alors I’expres- 
sion (7) so presen Lera sous la forme 

(9) F(o; ■+• a dx, y -h & cly) — /(.* -h 9 clx, y + a dy). 

Done, si Ton eonsidere la variable a comme infinimenl polite du pre- 
mier ordre, Texpression (9) sera, dans l’hypollieso adniise, un infini- 
ment petit de l’ordre a -t- 1 , quelles quo soicnl d’ailleurs les valours 
finies attribute aux differentielles dx et dy. 

Concevons inaintonant quo Ton pose, pour abre.gcr, 

(10) F(.r a dx, y -\- a dy) — J{x -h « dx, y -+- &. dy) — 

K11 vertu do ce qui a ole dit(p. r 33 ), sera la premiere des 

Ibnclions dorivees 

*(«), <K(«)> V(*)> 

qui ccsscra de s’evanouir avec a; en d’autres tormes, <J/" +l> (o) sera la 
premiere des quantiles 


+(o), f(o), «|/'(o), 
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qui obticndra unc valour diflcronlc do zero. On aura done 

(ll) t{y(o) = O, i|/(o)=0, <j>"(o) — o, 4 r< ">(°) = °- 

D'aillcurs, on ayant rgard aux principes etablis dans la qualorzirme 
Lecon dc Calcul infinitesimal, on trouvora 


(i?) 


I (o)= F(.r, y) — /(x, y), 

i ij/ (o)= dV(x,y)~ d/{v t y) t 
<P(o )=d>V(x,y) - d*/(x,y) t 


1 y n \a) = cl n Y{x,y) — (l n f(x > y). 


Done on aura, pour lc point coinmun aux deux surfaces, 


(i3) 


dY(oe t y)= d/{x,y), 
d i V{x t y)-= d'-/(x, y), 


\ d"F(x, y) — d"/(x, 7); 


ou, cc qui mien l au memo, 


04 ) 


*K**y)—jkv>yh 


iBiU lr , Mja ,, + V-f ; o 




d** + » d y + _ h ££*. , & dy „ 

dx n i dx n ~ x dy * ^ * dy" ^ 


Cos d cm i feres formules dovanl subsistcr, quellcs quo soient los valours 
finios attributes mix differcntiellcs dx, dy, onlrainoronl evulomim'iil 



I os equal ions 


r.ALCUL DIFFlaRENTTEL. 


401 


i’V. y) -/(■*'./)> 


d K(a?oO 

df(x,y) 

dP(.r, y)_ 

d/(.r, r) 


dr 

<).V * 

dy 

~ ^ ' 


O'A-v, .)) 

<r-V{A, y) 

_d\f(A>y) 

y) _ 

0\f(x,r) 

<)a~ 

Ox dy 

d.t dy 

dy' 

dy* 

d" F(.r, r) 

d" f(x> n 

0‘‘V{x, y) 

d n f(x,y) 


J.r" 

d.r« * 

Ox"— 1 dy 

dA"-' dy * 


d" V (.r, J'i 


d" F (.r, >') 

d”f{*> y) 


d.r dv"“' 

dx dy"- 1 ’ 

dy" 

dy" 



Par consequent , lorsquo deux surfaces sc Imiehoul on un point oil \o 
plan tangent u’osl pas parallole ii I’axo dcs 5, non seulemeiil pour lc 
point dont il s’agil, i'ordonnoe 5, oonsidcroo oommo Ion r lion dos deux 
variables indopondanlos a', y, cl scs dorivbos parlielles du promior 
ordre* savoir 


(<G) 


ds ds 
du' dy' 


no ohangont pas do valour dans lc passage do la premiere surface a la 
sooondo; mu is il en esl encore do memo dcs deriveos parlicllos 


[ °! z ()S j_ d*£ 

1 (Ir 3 ’ Ox dy ’ dy** 

( 1 7 ) I (Ps d's d's 

j du.** di'Oy* Oa Oy*' Of** 


jnsqu’a cellos donl 1’ordre coincide avee lc nombre enliercgal 011 un* 
modialomcnl superieur ii I’ordre du eonlncl : on d aulres lermes, si 1 on 
designe par n co nombro cnlior, l’ordonnee z clses difierenliolles lotales 
dcs divers ordros jusqu’a colic do I’ordro n, c esl-a-dire les quantiles 

(18) 5, <lz, d*z, .... d*£, 

consorveronl. les monies valours dans lc passage do la premise surface 

5 > 


Olluvrcs <UC. — S. II, t. V. 
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a la secomlo, quollus quo soient les valours assignees mix <liHV , n , n- 
Uellos dx, dy dos variables indepcndanles. 

Coro/taire IV. — Si, les deux surfaces ayant 11 ta omilael <ln l’ordnw/, 
lo plan tangent comniun dovenait parallels ii Paxe des s, aloes, on nfln- 
Imanl au\ valours dos cnordnimeos .r, y <[ui so rappnrlenl an point 
dt 1 contact dcs accroissc incuts inlininu'iil petite <!u premier ordre, mi 
no trou vo rail pas generalcinenL, pour les valours corrospondanles de In 
difference 

r)- -/(•*» /), 

mi infiniment petil do 1 ’ordro a + r. Noamnoins, on pourrnil. oncmv 
determiner l’ordro du contact par la melbode don I, nous avons (‘ait 
usage, on substituant Pune dcs variables x, y ii la variable 2. Ainsi. 
par oxoinplo, pour monlrer quo los doux surfaces 

= = ^(I -y-y, 

qut tnuchenl a Porigiiio le plan dos y t z, on! en ee point nn eontael 
du second ordre, il sul’fira d’ob server quo lours equations residues par 
rapport ii x prenncnl les formes 


el quo la difference 

ost on infmiinent petit du troisiemc ordre, quand on considere v el ? 
'•(uiime dos infiniment potits du premier ordre. Quant a la dinVirener 
* (,l, - v * y)* die sc red nil dans cel exoinple iv 

ol, lorsque Ton considered etj' comma des infiniment polite du premier 
m-dre, die est une quantile infiniment petite, non plus du second 
ordre, mais do 1 ordre ^ sculcmcnt. 
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Corol/aire V, — Lorsqno It* plan tangent uommun aux deux surfaces 
n’esl, pas parallclc a l’axe des 3, olque 1’ordrc du contact est un nombro 
cnli(»r, il sul'lil, pour determiner cot ordre, do die roller ([nolle osl la 
domioro des equations 

(19) “-/(■*. y)> (•»*». = ^-F(.r, r, y) 

qui so (rouvo veriliee pour lo point dc contact, independamment cl os 
valours allrilmoos aux differ on tidies dx, ily ties variables indepen- 
(lanlos. L’ordre des di Horen tic lies Lo talcs comprises clans cotto. dorniero 
equation sera preoisemenl l’ordro demande. 

Nous observerons, on (inissanl, qn’on pout Loujours choisir pour axe 
des s un axe qui no, soil pas parallclc au plan tangent mono par lo 
point do contact do deux surfaces. Cola pose, si l’on reunit le corol- 
lairo III du Lhdoremo III au llieoreme II do. la vingtieme Lecon.on on 
eondura generalement (pie deux surfaces qui out cutrc dies un contact 
du second ordre on d’lin ordre plus clove sont oseulalrices I’uno do 
I’aiitrc el, reoiproquomo.nl., quo deux surfaces oseulalrices rune dc 
I’nulre ont loujours outre dies, au point d’osculalion, un contact du 
second ordre 011 d’un ordre superieur ii 2. 
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ItCCTl I' | CATION DUs COUUUDS IM.VNKS Oil \ DOOBF.B COllMlllUK 


(ionsiderons uni* courbe piano, ropresonleo par line liquation entre 
Ics deux ooordonneos rootangulaires #, y, ou bieu imo courbe a double 
oourhuiM*, re presentee. par deux liquations entre Ios trois coordonnoos 
roo.langiilaires <v, y t z\ et, sur celto eourbe, un arc it nfcrme outre un 
point (ixo (A) el lo point mobile, don I, x osl Pabscisse. Si Ton designo 
|>ni‘ .v eel arc, pris avee le signe -i- on avec lo signe — , suivanl qu’on 
le suppose porte, a parlir du point (A), dans un sensou dans un autre, 
el si I’on appellee I’inolinaison de la courbe par rapport al’axedescr, 
on aura | voir dans le Tome I les formules (10) de la cinquiemo Logon 
el, (7) do la seiziome | 

, . ds 

SCOT — ± -7- > 

dx 

«ui, re qui revienl au memo, 

( 1 ) ds~r±:suczdx, 

le signe -Jz dovant Aim reduit au signe -t- dans le cas oil Parc s emit 
avec Pabscisse .v, el au signe — dans le cas contraire. Cola pose, soionl 
{P) t IQ) deux points different* de. la courbe, respcctivement deler- 
unines, le premier par le systeme des coordonnecs J7 U , y 0 , 1c second 
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park* systeme des eoordonncos X, Y; (T (p) le. point mobile qtii oor- 
rospond aux coorclonneos variables x, y. Conee.vons d’ail lours quo 
Pabsoisso x eroisse on deeroisse eonslamment, Landis quo lo point 
mobile (/>) passe de la position (P) a la position (Q), en deerivtml 
Pare PQ. En I'm , soienL s 0 el S les deux valours do s eorrospondant a 
it — a' u el ii x = X. On lirera do l’equalion (i), en inlegranl los deux 
inombres a parti r dc* x = x 0 | tmr la Irenlc-douxiome Lot on do Calc u l 
in/lnilcsinial j, 

( a ) ,s *— s 0 — ± / see r d.v y 

puis, en posanl x ~ X, 

( 3 ) S — =r± I sect dv. 


OVsl li I ’aide do la lurmule (3) quo Ton pourra determiner Parc. PQ, 
(oujours egal a la valour numeriquo de la difference S— ,v„. On ( rou- 
vora en parlictilior 


(4) 


S Sq 



soct cir, 


si les differences S - a- 0 , X — x u sonldos quantiles de memo signo, el 

( •> ) S — / SOCT fix , 

*A«. 


si les memos differences sonl des quantiles do signos eonlraires. Si lc 
point (P) comcidail avee lc point (A), .v 0 doviondrail mil. Alors, on 
supposanl, pour fixer les idees, les quantiles a-, S, x — .r (( , X ^ ce u 
“positives, on tircrait de la formula ( 2 ) 


IG) 

el de la form 11 le (3) 
(7) 


s ~ J ( S< ^ CT c ^ x * 
S —J seer (lx. 


Ajoutons quo, si Ion considere Pabscisse x com me variable indopon- 
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dailies la valour do som sera detorminoo pour lino corn* bo piano (voir 
la premiere Loeon du Tome I) par I’oquatiou 


(«) 


/ ,7 , N 

suer ' 7 t -\- y- = -± — . 


N eMail t la normalo. Done alors la fonnulo (G) donnora 

r 

( 9 ) x ~~f t ^-y icU ‘ 


Oil Irouvora, an oonfraire, pour une eourbe a double courbure (voir la 
soizieme Loeon du Tome I), 

(lo) SOOT =r- \J l -I- y 11 Z n , 

(‘I par suite 

( n ) s jf \ ! 1 -H /- -l- s ' 3 cU\ 

Si rincli liaison t eloviont eonslanto, eomme il arrive quand la eourbe 
proposd(‘. s(‘ reduit. a line droite ou a une holier tracin' sur un cy limin' 
ipii a pour axe I’axo des a;, la formula ( 6 ) donnora 

(ia) v --soot/ <lxz-:{x — .r 0 )seCT. 

Ora? — a?,, represente preeisement la projection de I’arc s sur Taxi* dosu\ 
O11 pent done enoneor la proposition suivanle : 

Thkohkmk. — Lorsquune ligne a , dans tons ses points, ia mime inch- 
unison par rapport a l' axe des x, une longueur porter sur cells ligne est 
Equivalent e. att produU de, sa projection sur l’ axe des x par la secante 
de i inclinaison . 


Appliquous maintennnl la (brmule(G) a quolquos cxemples. 

Example /. - Si la eourbe proposer coincide avec la cireon fere nee 
de co rein representor par liquation 

( 1 3 ) a.' 5 H-j 5 = lVb 

Olimnes <tc C. — S. II, ». V. ’ J5i 
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on aura N = I{. Par suite, la lormule (8) doiinom 


O-i) 


seer 


N __ II 

y "" v 7 io 


ot ron tirera de (equation (6) 



(,5) » roi,i " •'!(“)• 
II ctail facile dc prbvoir cc rnsultat. Kn (diet, la dillbronco 


xV 'X* 

arc &in ~ — arc sin 


on Ire deux arcs relaliisau ccrclo qui a pour rayon I’unito, osl In iiiosinc 
do Vanglo compris ontro les rayons veeleurs i»oii<*b do Pori^ino ;iu\ 
points de la eireoniercnco donnro qui out pour abscisses ;o tl of ,r. Dour 
lo produil do celte diflerenco par lo rayon H osl. la mosiiro do Ian* 
oompris enlrc les deux points. 


hxemple If. — Considorons uno oilipso representor par I’oquulimi 


(iG) 



— i» 


dans Iaquclle« design© la moitib du grand axe ot b la moilib du pod I 


axe. On aura, 

dans ce cas, 



07) 

•» , y/ 

^3 + ir =0 > 

yli b l & 3 

~ ( a x u' 1 ) 

08) 

SECT = ^ 

/ y — ( a 1 — 



V « 2 (a 2 — 

£C' X ) 


D’aillcurs, si 1'on nomine e I'cxceiUricil,! ,ln i'nllipse, rYsl-ii-diiv In 
rapport entre la distance d’un foyer an centre ot In moitie du -mm! 
axe, on aura (voir la onziomo Logon du Toinn I) 

^ as— \/a'y~b\ 

Cola pose, la valour dc secT doviondra 



( 20 ) 



CALGUL INTEGRAL 
(>( I ’on lirrra do l’oqiialion ((>) 


h 1 L 


('ll) 




Si, dans la fornuilo (21), on romplaoo lea limites do I'into^ralo relative 
a x par zero ot a t la valour do s, roduito a 






roprbsoutera !o. quart du pbrimotrodo I’ollipso. Done lo pori moire onlior 
aura pour mcsuro I’oxprossion 



dans laquollo il suflil do posor x = at pour la ramonor a la fbrmo 

c«i) . 

Eos inlo^ralos o.oinprisos dans los formulos (ar), (22), (V-J) ol (a.'i) 
sonl. du nombro do. colics qu’on no pcutoxprimor on lorinos finis; inais 
divorsos inblhodos lburnissonl lo moyon d’on oalculor dos valours aussi 
approulibos qu’on lo. dbsiro. 

Example III. ~~ Considbrons 11 no hyperbole roprosoidoo par I’bqualion 


dans laquollo a, b sonl doux quanliles posilivos donl, la premiere de- 
signo la moitib do. l’axo rool. On aura, dans co cas, 


(<>.()) 

( 3 7 ) 


7? 


yy' 

t r 


J "« 4 / s 


b\x i 


a 1 {a- x —a 1 ) 
, /(«M- b l ) x* — a> 

[)CT “ ~ l / ,7— r ,rr~ • 

y « s (.r 2 — a-) 


D’aillours, si Ton nomine £ roxcentricilo do (’hyperbole, o’csl-a-diro lo 
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rapport outre la distance d’un foyer an centre cl la nioilie do I’axe nvl. 
on aura {voir la onziemo Lc*con flu Tome I) 

( jfl) azr~Ja 2 -\-l/ ! . 


Par suite, la valour do soct doviondra 

/iw- 

(29 ) si'.cr y 

of Ion lirera do I’equation (G) 




Commo Ics deux fractions 


n~ — s 2 x 2 s 2 ,r 2 •— a 2 
— 

a- — x- x* — a- 


no did'emil pas l’uno do I’autro, il est olair quo la valour precedento 
do s osl paroillo a colic quo f'oiirnit, Toqualion (21). Kculomonl , dan- 
1 equation (21), lo nombre s, determine par la ibrmulo (r<j), csl inlb- 
rieura ITinite, tandis quo dans Poquation ( 3 o), lo. nombre s, clclcnuim- 
par la formula (28'), dovicnL superieur a I’unite. 

Exemple IV. -- Si la couvbo proposce coincide avoo la pnrnbfiJr 
representae par liquation 

( 3 1 ) J 8 =Z 2J) X, 


on aura 

(32) 


(33) 

ot par suilo 

( 34 ) 


yy'-p, 


y' — = ± i 

7 y V 




s6cr = 


1 -h 


JL, 

ox 



Pour determiner la valour de Tinlegrale comprise dans lo second 
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mombro do ('Aquation 04) on posera 



ol Ton trouvora 



Si inaiulonanl on suppose, pour plus do simplicilo, = o, on lirora 
do la formulo (3/j) 



Tollo ost la valour do I’arc do la parabolo oompris ontro lo sonimol ('I, 
lo point oorrospondant a I’abscisso x. 

ICxcmple V. Si la eourbe proposed coi’ncido avoc la lo gar if /unique 
{[no nous avons diYjh oonsidordo dans la premiere Lotion du Touio I, o(, 
(jui ost roprosenloo par liquation 

^ 36 ) y ulx, 

la caraeteristique / indiquanl un Iogarilhme pris dans lo syslome don! 
la baso ost c, on trouvora 

(37) langx “/ = 
of, par suilo 

ck 

( 38 ) ec^-a coir, clx ~ - a • 


Cola poso, si Ton ddsigne par t 0 la valour do t correspond ant ^ = ^ 


APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 


.'iPt 


on lirora do I’oqualion (()) 

r ch 

(3o) a =r — a f ■ 

J x eoSTsm-r 

On a d'ailJoiirs 


ol do plus 


I _ COS*T -1- SI 11- T _ COST ^ 1 

cos t si ii s t cost sin *t ” sitPr cost 


/ ’ COST (l- __ I 
sin 2 r sn 


suit 


H- const., 


f*L r- r i ( ! X 

./ COST / . / 7 t t\ / IT 


-- 1 lang, 


ir t 

i ^ 


l- const. 


Dom* I’equiiLion (39) donnora 

(/jo) ,S a L — r- ~ / tang f y -l- -• ) 

Lsmr sniTu \/| 9 ./ 



Si I’on doliangoail on Ire oux los axes dos x ol dos 7, I’dq nation do 
la logaritlimiquo doviondraiL, coinmo on la dqja rninarquo (/I’omt 4 i, 
deuxiomo Logon) 

1 

(•'ll) y — d", 


ol r«n aurail on ronscqucnco 

1 

(fa) tang 7 ~j' 


Oil Irouverail par suite 
('i3) x — cd tangr — 


fix 


ct -- 


(It 


SUIT COST 


_ > 


puis, on designanl par z 0 la valour do <s correspondent a 
tiroraitdc Pequalion (6) 


(«) 


af\ 
Jx. 81 


(It 


sinrcos i r 


-= .r„. on 


On aura it d’ailleurs 



1 _ 1 

siiiTcos^r sin t 




sin T 
cos 2 t’ 



-!- const. 


COST 


+- const., 
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Done lV<pialion \ \ \ ) iltiu ntM'ai I 
i 'i • i s </( 1 ' i I isuip; T Mnnft-- V 

\ ( list ‘t 'i / 

1 1 MTnil lari Ir d’inlrodnire duns It's seconds nic*ml>rrs des [orinules (do) 
H ( \ *i ) I’nbse’mse .r ii In place dr t*i nr I i liaison 

(•'■i t'Wfifc 17 . (ionsiderons encore In courbe re presentee par 
r<‘< i uu i ion 

*■ I 

,,U ( ,, .1 


I I 1 ' 


.1 It 


<|in 1-st precisenienl celle que deeril line elinine pesnnte, flexible i'l 
liniim^eiie, suspendin' par ses exlreniile.s ii deux points fixes, el qni 
poll r <>c a Ur raison n recu le nom de chahwtlv, On aura, pour celle. courbe, 


ii •> 


»T > 


r" » c " 


serr 


el pill’ si 
iVM 

C.dn | mse, ('ll Ini sail I evnnmur :v at on Urera de, Pe<|imfion ((>) 


I'D 


. I 


,,u J « c" t 

il,i • a 

s a 


<i) 


D'liillriirs il I'M uist'i ill' vii i r i]in>, dims in r.<mrbc ('ll’)), !<• P H ’ ut *i> u 
riii'i'i's|im«l ii I'nlisrisM' .r n i>sl |,ri-i-istMii(‘iiL Ii' |minl In pln« lllls - 1>ar 
i’iiiisi* , i| iicm 1 1 dims <•1*111* nmi'l.i', l’nrc..s', n.mplii ii |«irlip ilu |minl. le |dns 
Ims, I'sl | iroj 1 1 1 ili 1 1 1 ii ii'l ii/ limtfx, I'.’i'sl-a-diri' ii In ^ImiRPnlo l.i'igono- 
iin P 'lrii|Ui' ill' rmidiiiiiisim i'i.i'iT.»|i»iidiml ii IVxtrcmiilr du mimic arc. 

Hrvenons h in lormnle ( i b Si I’on y rempkee a-' par y on 
plurrr en meine temps ^ par * ^'i aura done 

, ; l( p tlx 1 e.oseer (If. 

c,.|„ vims qui’ I'm'doum'u' y du point mobilr (/>) eroisw on 
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dderoisse constant meat, tandis quo ee point deeril Parc PQ, don I los 
<|(Uix( , xIi‘«niilc'sc , on , <'S|)oiu[( , nIauxor<]oniH!(^ r 0 , Y. Alors, on intern ml 
I’equation (5o) it parlir do j'—j,,, on Irouvora 


(01) .9 — .v 0 -= ztj^ CDbCf ; r c/j , 

puis, mi prenant j == V, 

(59.) S — s 0 -± I cosocr dy. 

On Irouvera on particulier 
( 53 ) S — .V( ( — - j 1 cosocr d ) , 


si los difTerrnoos S — Y — y {) son! tics quantiles do inbine signe, <-l 
(5)) S — s {i -~ j 1 cos6ct dy, 

' Jo 

si fes memos dill cron cos son! dos quail tiles do signos ronfraires. Ajoit- 
tons quo, si la courhe doimee ost plane, on aura, on oonsiddraat 
I’abscisse x coniine variable iiulbpeiulanlo, 


(55) 


eos6ct-= 



Par suite, on supposanl Pare s„ reduil a zero, el les quanliles s, y - 
a flee tecs du memo signo, on lircra do I'eqiialion (5i) 

(5G) S ~£^ l + J n dy. 

Pour montrer ime application tie la formulc (5G), supposons quo 
Pare s se comple, a parlir do l’origine ties coordonnces, sur la branohe 
do eye Icicle cngeiulrec par un cercle don l lo rayon cst U, el represen lee 
■par ['equation 

(07) a? = Rare cos — \/ 2 R j — j- 



'• v l.i'AW. I N T K ( I H A I . 
nm ji. i »" * . Du am. i, dans crtlr liypnllitai'. 


Ml 


\ - li > ' 


/», 




i -ill 

,J «,ll »’ 


"■ i ■c'Id'Ii.h)" (’li .n’l, 

\ * n i 


i i > 


<*t . par Mule, 


ill > \ llpill i j. 


(a'llr 'li'rniri'' rqii.itnui drlermiur Purr ,v dr in r\rloidr imi lohrlion dr 
l*»ti fh hi him* I, mi 1 1 m* tVvImuitr dr it( an 1 driururr comprise mire 
Pnritfiur H l»* •Miiiiiini ilt* la premiere branrltr. Si I'on vimiI qua l't i \ I im‘»- 
milr dr I'an \ i Mim uli* aver !r Miimnri ilnni ii s’apfn, il laudra prendre 
\ 'll. i*l la hutmilr i I'm i dimnera jll piiur la valaur *1** la variable s. 

I ,i* dmihh* »li- 1 1* 1 1 1* \almti', uti Mil, mmji la longueur d’uur bramdir 
i]ii<'Ii iiiii|iii‘ ill- la t s I'lmtli' , v\"*\ -h-dire <li* run* mifrnne mire deu\ 

jminl'i ili- i i"l * i mi '*'*i* im* n t rmiMVulils. 

!l -a-iail bn ili- dYluhlir dirrrlrmrnl la lonmili’ ((hi) an s'appnvanl 

mu- lr-> piMjinrfi-. « minin’* dr la ryelmde. Kn rli'rl, ronrevniis qur 

I’uii la a la |iii», Mir Pa\r des a*, at sur unr parallrlr a rrl axe 

turner |»ai lr *><«tiiin**l dr la ryrbudr, driiN rendes drerils avrr des rayons 

r^aH\, rl qm ImUi Iu-iiI rmmlammrnt au inrme pninl la parallrlr dual 

tl 1'i ndaiil « | in* lYxlrrmilr dr I’uu des rayons dn prrmirr rrndr 

dm ira la i \» Imdr pru|niM*e , Prxlrrmitr d un ntynn parallrlr, purl a n I 

dti rt-iilir dn « mind rrrrlc, amis dmp;r rn snis inverse. drrrira unr 

•tcruitdr r\i Imdr qm sent la drvrlnppaule dr la premiere (roir la 

t'ppljrmr J.i-ruii, l min* I i. l.rla pose, suirnl a\ )’ Ics rmirduiiarrs d lia 

pti ini m t ur ur la i \rhudr proposer, rnirr l*nrip;ini* rl lr smnmr( dr la 

plriiurrr luatu hr, SnifUl dr plus 5, Vj Irs rtmrdmuirrs d’llll (“dill ror- 

r.-q.midanl nine mm* la M-rondr ryrloidr, .v Parr dr la prrmirrr riiiiipris 

ruin' r.ui^mr rl lr poinl (,.r. v). rl p In dislanro dr rr drrmrr point 

mi pufMl * r f i. I, a dimmer p rxprimrni, mm si'iilrmrnt lr ravon dr 

rmirhmr dr la rvrl.mlr drvidnppnnlr rm-rrspondanl nil point (5* ‘0)* 

iii.HHi'Dt'Mi'r I'arr dr la rndnidr drvriopprr nompris rnirr lr (mini (.r,.y) 

.VI 

(ijMl.ni ♦ , *1 tl, I ' • 
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cl I(* soimnot do la premiers hranche. Par suite on aura ovidoiiiinonl, si 

Ic point (x, v) sc conlbml aver, Porcine, 

(<Sl) S~o, p=r4H; 

m Ic point (j, v) sc cmdbnd avee In soimnol do la premiere branelio, 
((>JJ s — /j H. p — o > 

ct cn general 

(63) /| R — s — - p. 

Ajoulons quo lo rayon <le eourburc p, clanldivise (Mi deux parlies bga les 
par la base dp la seeondc cyclonic, sera egal an double de la rordo 
comprise dans lc eerelo generateur tie la premiere, enlro le poinl (,r, r) 
(*t I’exlreinilo superieure du diamelre parallele a I’axo firs,/. Done, 
puisque cede memo eordc esl uno, moyenne gbomblrique enl.ro Ic dia- 
meter all el sa parde superieure all — y, on aura 

{6-1) p = 2\/a U (3 H — y). 

Or, des tommies ((53 ) ct ( G/j ) eo in binees enlro. olios on dedtiil imme- 
dialeinenl {'equation (Go). 

Si I’on ecliangoail I’un eontre 1'autrc Ies axes ties x el des y, l’bqua- 
lion (Go) sc (rouverail rcmplaeee par la suivante : 

(65) 4R — a ~ a\/aH(a II — a:). 

On demon Ire laciloment a 1'aido do cette dernioro. quolquos proprieles 
remarquables que la Meeanique a fait docouvrir dans la eyeloide. 

Le^ rormules (4) et(5) (leviendraieiU Tunc e(. 1‘autre inoxaclossi I’on 
ne pouvait passer du point (P) au point (Q), on suivant la eourhe 
donnee, sans i'aire tantot croitrc el lantotdccroitrc 1‘abscisse x. Conee- 
voos, pour fixer les idees, quo 

s l> A'/h-i, s,„ 

designent tie nouvolles valours de Pare s lellement ehoisies quo les 
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quantiles 
«M>) 

Ibrmenl uik* suite eroissanto. on ddornissanto. Siipposons d’ai Hours quo 
Pabseisso .r oroisso on ddoroisse ronslaimnonl, pendant quo In point 
mobile {/)) passe do Pexlrdmild ^P) do Parcj,, a Poxtrdmitd do Pare.?,, 
on do Poxl.rdniitd do. Paro/.v, a Poxtrdmitd do. Pare .y 2 , oil do I’exlrdmild 
do Pare .9., a Poxtrdmitd do Parc j,, (do., on onfin do Pexlrdmild do Pare S,„ 
a Pexlrdmild (Q) dc Part! S. Alors on no poumi plus ealeulor inline- 
diatmiieiit la valour do la dilloronco S ii Paido dc la fnrmulr (1), 
ni h Paido do. la lorimilc (5); inais on pourra dvidommonl determiner, 
par lino fonmilc loulo paroillo, elnuuino dos dilluronoos 


( ( > 7 ) 


,Y| - A 0 , .Vj .Vj, .Vj S 2 


S — s. 


ol il no rest era plus qn’ii losajoulor los lines aux aulros pour oblonir la 
valour do S -.v (l , ol par suite la longueur do Parc PQ. 

Si Pon voulail. appliquor ii la diUcrmi nation do Pare PQ dos Ibr- 
mulos somblablos, non plus aux equations (f\) ot (5), inais aux equa- 
tions (f>3) ot Qi/i), alors il landrail, ehoisir los arcs s it s it .... s m 
oi-dossus monlionnds, do manicrc quo Pordonndej' lot eonslammoiil 
eroissanlo on oonstaiumenlddcroissanLo, (andisquo lo. point mobile (p) 
passorait do Poxtrdmitd do Parc.v u ii Poxtrdmitd do Pare.?,, on do Poxlrd- 
m i Id do Pare .v, ii Poxtrdmitd do Pare**, oto,, mi onlln do Poxtrdmitd do 
Pare s,„ ii Poxtrdmitd tie. Pair. S. 

Goneovons, par oxomplo, qu’il s’agisso d’dvaluor I arc S eompris 
enlro Porigino ol un point. quoloonquo do la oyoloulo ro))rdsonldo par 
Poquation 


(« 8 ) 


.r art 


•« cos ^ ^ \ /r >- IQ' ~ y''> 


dans laquollo lo radical doit dire aflbctd du signo -t- on du signo - 
suivant ([lie I’anglo w ddtormind par la (ormulo 


((><)) 


o) r arc eos 
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\ 


r.clu |m-n', *1 r.m .nl mi l . j*niii‘ li\o» |o nloo .. ■ | u* 1,» ipi.mhiU k 
limitin', uu I ii r in «io l:i Innmtlo . I i 

■ ’ ■■ ' ' \ , i, 11 , 

i’l ‘In III I'ni intiJo i i i i 


(.linml ii In niloin ilo S , tpu ilon, i olio ilotoi imin o p, ( g I, 
iiiulot * 5 1 ’■•i /n Oil mi 1 1 uni 1 1 1 1* juir, nl jui I.i imiHiiio i • \ » .» m r 
in i in it m inipiiir, olio -<01,1. t|;i n *■» Jo |noM»ior 1 .»•>, 


7 ; > 



>h 


ilt *\ * U « U * , 


1 t 1 "MS 
. 1 . ., 

. I 1,1 
. I Ii . 
*1 !. 
I. u 1 

mm 


1 »l.«u 

11 

1 

» 1 1 1 8 


1 H.-t ■ 

4 UN 



OAU’.UL I NT HAL. 


ft 2 1 

('I dims le seennd 

■ ' / -i H 

(7/i) s «« / ^/ M j t v '(r •n /, »iU".it 

Si mainlennnl nn sijoult* les mis mix mitres li’s airs 

■'l* ,S I A 'l» X •''/)! ■'lit |1 S s m , 

mi 1 1*011 • pour <li*s valours paires dr ///, 

(7*0 S 'l ("' 1 dll Vi lll'ill J), 

N pou r ill's valours impaires dr m, 

(. 7 1 ‘* ) S 'i in It 1 ,(■); 

re <| 11 ' i 1 I'liiil lari li' dc prrvoir. 

I ai cs<| tir Ics i 11 1 or rail's comprises dans Irs lorniulos ^cucriilcs ijiic 
nous a vo ns elalilirs m* peiivrnt s'ohlonir cn Irrmos linis, il I'aul, rniiimr 
nous I’iivnus dcjii dil, roenurir ii des mellmdrs d'npprnxiimitinn. l/mir 
dcs plus simples ronsislr ii d eve I upper 

seer y‘\ \ r'* nil rosiVr 1 h ^ 

en line serie ennver^enle deni eliaque (erme, mnltiplie par r/.enn parr/)', 
<lr vie n nr i niiuril ialeineii I iiilepjrahle. On y parvienl, dans plusieurs eas, 
en laisanl usape de rime des den\ 1 ‘ortii ulrs 


1 77 ) 

cosee.T (1 

1 /'V 1 

1 

M 1 

‘ 1 ‘ y>\ 1 v'fi 

:i . \ ' 

( 7 «) 

e.oseer. ^1 

■ ;o ! 

1 i 1 

1 <■ 

y 1 . i / 1 y 1 . 1 .3 / 1 y 

7 '.i.nW '' m .« \ y) 


donl la premiere siibsislc pour des valmirs de v' a inl'erieiires ii I'lmile, 
el. la seeonde pour des valours de y v suporiouros ii i'uiiile. Ainsi, par 
exempli*, ii I’aiile de res Ibrumles, on pourra developper eu serie eon- 
ver^enle nil are d'ellipse oil d’livpi'rlmle, pourvu ipi‘aueiin des points 
de la eoiirbe ipii eorrespomlenl ii y ,J . 1 ne se Iroiive renlenne enlre 

les exlremiles de eel, nre. 

One aulre melliode ii I'aide de laijuelle mi peul farilenicnl evaluer tin 
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arc dYllipso on d’hyperbolo oonsislo a dbvolnppor lo second tnombro 
do la fomiilc (21) 011 (‘in') suivan L It's puissances asoondanlos on 
dosoondanles tl«» lYxronl.rioilo. Supposous d’abord (jn’il s’agisse d V‘va- 
I «H i i* mi nri* dVIlipse. Si, pour v parvonir, on emploiola formula (21), 
il osl olair c[ u r lit valour nuinbrupie do ,r roslo.ra (oujours inloriouro it 
hi oonslanlo a. Lola pose, on pourra prondro 

(70) a a (’.os 9, 

ol, rii dosignaul par cp 0 la valour do © oorrospondanl h ,v --.r„ , on 
(irera do la Ibrniulo (21) 

J /t v t i 

\M - S*COS J © (lo, 

9* 

Si mamlonant on ddvoloppo suivanl las puissances ascondanles do £ lo 
radical 

\/ 1 -£-<:ots J <y- (1 — - 5 cos 2 ©} 2 , 
on oldiomlra I’dqualion 


(Si) 




£- (‘0*3 O 


/ - I - - W - 008* 9 -- V cob 1 9 

l M T ‘1 f\ f 


I . 3 2 n 

- 7 77 COS ' 

■->. . 4 () 


1.3, o 
•! . \ . () S 


cos" 9 


don( lo second inomltrc emnprond utio sario qui o.sl (oujours oonvor- 
n<oilo, puisiju’on a, par hypolhoso, £<1; ol. I’on Irouvcra, par suilo, 


[ £ V r 9 

\ ,v (i ( o„ - <p ) -1 — a / cos* © */© 

’ * •'<?. 

1 e v 1 . 3 s" (‘ ^ 

H- - - f - ft I cos' 9 c/9 -1- « j C()S ft 9 c/9 -1- . . . . 


(S-0 


On a d’ailleiirs tfonoraloinonl. 


cos 9 — ~ (c?v -i -h e~ 9 \ , ~*) t 


ot l’on on conclul , on design ant par n un nombro onlior quolootupio, 
cos 2 " 9 — ((rfl ,: i + e -?f'l) ! " | 
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on, n» f[u i rovioul an mbmo, 


2 n r - - — 


COS-" 9 : 


'i n 


cos 'Mi 9 t- ^ -cosi'i// 2)9 

•*n(rtn~ i) r i .*>, 3 ... a// 

-+ COs('»« — (\)o — 

1.2 ' 


puis, on lnulliplianl par c/s, ol inlogranl ii parlirdo o -- o 

/ /•? 


* % 


cos 2 " 9 f/9 

’sin 0 /i<j> -- sim//o u ^ t/; siuMw — 2)9 — s i n ( *» // — 2)c? n ^ 


m- 1 


•? n 


a « * - 3 

a (I (1. a. . 7 « ) ^ ~ ^ 


il rosullo do la dornidro fonmilo qu’on poul explainer on lormos finis 
eliaouno dos inld^ralos comprises dans lo soe.ond ineiidm* do I'oqua- 
(ion ((in). Done oollo equalion donnora pour valour do Paros la soinmo 
d’uno soldi* eonverp;onlo donl il sera faoilo do oaloulor eliaquo (ormo. 

Ii os( lion d’olisorvoi’ quo, dans los Ibrniulos proeddonlos, I’anglo o, 
dolormine par Pdqualion 

,r 

cos 9 =- — > 


osl. proeisomonl I’auglo oomjnds onlro lo domi-axo (los cc positives ol lo 
rayon voc tour mono do I’ori^ino an poinl oil Pordonnoo oorrospondanl 
a Palisoisso ;v ri'iioonlro la oiroonlbronoo dn oorolo ijui a pour diamolro 
lo ^rand axo 2«do Pollipso proposal*. 

Si Pon von Ini (. rondro I’aro ,v equivalent an quart (lit porimclro do 
Pollipso, il landrail supposor Pinle^ralo qui, dans la formula (21), ro- 
prosonlo 00 memo arc, prise* oil Ire h*s limiloso ol a do la variable a\ 

auxquollos correspondent los limilos ~ ol o do la variable 1 0. Alors 
on liroraildo I’cqualion (84) 



cos 2 " 9 do — 


I 


% 
• t 


cos 1 " 9^9 


2 

1 1 . 2 . 3 . , . ■>. n 7T 

a 2 " ’(1 . 2. . ,/i j ( 1., 2 . . .//) 2 


1 . a . 3 ... 2 n _ i: . 

(b.ljT . 7 an)(M< '*2/0 '7 
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I’ • It 
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>» ’ ' 


I M , I'll' 
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poml.iMl a r.Ji.M r i a. "II ‘Irvin “H|ip.< fl V„ In •’«»«* 
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I • ■ 1 , ' v</- "■ 
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rayon vri'llMll’ niiMir tli* I'nrip.l n»* ail pmul nil I * ■ « tn li <|iii .1 puui < 1 1 ;i 
I lie I IV I'jiM 1 reel l’li\ prrli<i l«* pii»pH*iv • limur tmn ) 1 «* p.n uin- 

<lroi(iMjiii coupe l'a \«* .»• ;i 1 1 pm n 1 >lmil 1 r.l I'.ili 1 ,*,i* 

tannmo Irs iisymplolrs ii»* !'li\ jii’ilmlr ii.'i* .mil i< (< t par 

riMjiuilion 


il csl rluir <|iii‘, si l’mi imuiiur r In distance <‘«un j*l« «• ,m iiih 1 ,1 ni|>l>>lr 
mire I'un^im 1 cl mi |minl i mu* 'pmidant a r.ih .1 » . .<• . 

mi aura 


, h' • J .r /.= 

/ .»•* 1 

ll ' (4 


cl. par mi ilr, i'll sii pptiMi ti I .r pnsiiir, 

1 ii'. ./ 


Si, ill' in valour preredriile de /\ mi rrliamlie K.ii • v, drl.uimm par t.i 
I'nruuiln (\)\), imi ayanl real’ll ii I’.'ijiiahmi 

• ... 1 '-til . I , 

i»i»KV 

' V CM*, y , 

mi (rmivora 


/' ,V tl £ 


rosy 


1117 ) 


'» 1 a 1" . 

i I siuy u ' 1 •, i f' 1 -' 

. 1 S' " . , 1 , i ‘1 n t " 

1 / I’.ns'yi/v 1 . / 

•'■I lav.. f i.i.HH. i 


* '* 1 / */ „, 


Si maiiilenaul on suppose ^ 
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,p rr«|iialM»i» ipy } I’nurmr.i la \a)eiu 
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c.’esl-a-dire, li Ires pcu pros, la difference entre doux longueurs Ires 
considerables porters, la premiere sur (’asymptote a partir do I’origine, 
la secoiulo sur [’hyperbole a partir du sommot, de maniore quo lours 
exlremites repomlent a la memo abseisse. Done, si Ton designe pari) 
la dill'ereneo donl il s’agil, on aura, sans erreur sensible, lorsque ,v 
aoquorra one (res grande valour, on, on qui revient au memo, lorsque 
les exlremites des deux longueurs seront deux points Ires rapproehes 
I’un do I’a litre, 

/ ox ix <rv: r >/> «y 1/1.3 1 y 1/1.3. 5 1 \* j 

<98) .i ) ll£ \' + + 3 ( 1 m ;0 + "'J 

On pout oneore, dans la determination des ares d’ollipso ou d’hy- 
jiei'boln, employer d'aulres equations quo nous aliens laire eonnaitre. 
On lire evidoimuenl des I'ormulos (20) et (29), pour rune et I’aulre 
eourbe, 

seo a r - 

(d par suite 


OOS-T 


£ 2 .r 2 — a 1 


x- ~ a* 


, s „ 2 - oos-r) 

(99) • i — s '- cos - t ’ 

(. 00 ) 


i_ «smr 

\/ 1 — e J cos 2 t 


a ( 1 — e 2 ) cos7 (/r ^ 

( 1 — s 2 eos 2 TP 


/ , / ; -1 ,( ( 1 ” £ * 1 & 

ds -rh s(‘Ct dx - ± 

(1 — € 2 cos 2 r)' J 


Cola pose, si I’on adinel quo, pour des valours croissanles de l’ineli- 
naison t, rare, .? eroisse dans I’ellipse el deeroisse dans I’hyporbole, 
el si I’ou designe par a,, I’inelinaison correspondent a I’origine de 
Tare on Irouvora pour I VII ipso 


L T, (1 — £ 2 COS 2 t)‘ 


( 101 ) S—:o(i 

el pour rhyporbole 

P T dx 

(102) — j- 

••To (t — e 2 cos 2 r) 2 

Les seconds membres des Pormulos (101) et (jo2)pcuvonl elre, atissi 
Lion (jue ecux des formulos (80) el (91), devcloppcs on series ronvor- 
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^onlos ordonndos suivanl los ptiissanous nseondanlos on doseondanlos 
do IVKoonlriutlu. Hi I'on ddvoloppo (mi parlioulior l(^ stM*on<l mombro do 
la lormulo (’mi), ol si I’on sie [ ipost 1 Ins- inldgrnlos prises outre los 
I i in i ( (’S t o, t ]'y on obliondra uno valour do s ensile mi quarl du 
perimelro do I’ellipso, of I’tui rooonuailra (juo lo pdrimolro onlior V 
pout el re presonlo sous la lonne 

(" ,J » '• »««<' **)[• » '?(./)’' 6 (*a^**)’ |- 

II os( laoilo do s’assiim* quo nolle, dnrniore valour do P ne didoro pas 
do nolle (|uo lotiniil I’uqualion (K 8 ). 

Lnrsque, dans la premiere dos equations (99), on round pour a' sa 
valour fiuostt lirde du la lormule ( 79 )» on trotivo 

flo/l) 1 - o.os* 9 - - cos ,j t - 1~ e a <ios*9 <ios 2 t * . o> 


ol par stiilo, dans lo oas oil oos<p osl posit, if, 


(m>5) 

(ada pose, on aura 
f/(e a 00S9 cost) (l 

ol I’on on ocmoUira 
th 


nosy 


suit 


\/i- s* <ios 2 r 


e a cost sint 
\f t • - E a H)S a T 


\f I- fi* COS* T (lx 


( 1 -- 6 2 )//t _ 

- 

([••■ £* 008*7 )* 


1 £ 


u 


/•* 

, " e“ ((JOS 9 COST — COStpu cost,,) 0- / \/ 1 - s* COS*T^T 


*n ,(l *-e a (10H a T) 

Done. 1‘equation (ioi) pourru elre ramonee a la forme 
(m(i) s -.-rte a (cos 9 oosr cos 9 o. cost,,) 4- « jf 1/1 — e* coh’-t 

‘•'to 

(’ailXudornidrusupposu, tsuinmo I’oqualion (ioi),'t >%. Morale produil 


d r. 
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ost cvidmiimonl posilif ot roprosonte, on vortu do la formulo (80), 1’aro 
ronferme enlro los points do l'ellipso (jui out pour abscissos les doux 
quail I i Los '/cost, «ijost 0 . Done, si Ton dcsignc cot arc par;;, on aura 

S =: i7S 2 (COS<p COST — COS^o COS To) ?, 

ou, cc qui roviont au memo, 

(107 ) ,s - - s — as 2 (cos 9 cost — cosp fl costJ. 


Si, pour plus do coininodilo, on appolait \ ol ?„ los abscissos do I’oxtro- 
milode I’aro on aurait simplomont 


(108) 


.V— er- 


gs 

a 


Ainsi l' on pent evaluer en lernies finis la difference qui exisle outre deux 
arcs d 1 ellipse lelleme.nl ehoisis que les inclinaisons des fangcnles menees 
par les deux exlremiles de I’wi de res arcs soienl. respeclmmenl e gales 
att.v inclinaisons des deux rayons vecleurs mends du eenlre de l' ellipse 
attx points oil la circonferenee. de ccrcle dccrile sur le grand axe comme 
diametre esl coupee par les ordonnees qui. renferme.nl les exlremiles du 
second arc. 

7T 

Lorsqu'on suppose t 0 =- o, on a ovidommont 9,, = - ot ,r 0 = 0. Alors 
liquation (108) so rbduit a 

(109) s — « 

ot la proposition qu’ollo ron forma coincide avoo 1111 (hooromo decouvorl 
par un gcmnetro italion, lo oomlo do Pagnann. Obsorvons d’aillours 
quo, dans tous los cas, los abscissos x ot 5 rolativos aux oxtmnitos dos 
arcs s ot <; doivont verifier la condition 

(no) a 1 — cd (.t 2 -l- £ ! ) e 2 ,r 2 £ 3 o, 

quo Ton doduit imniodiatomonL do la formulo (lo/j), on y romplagant 

x . i 

coscp par - ot cost par 

Nous otablirons, on flnissant, unc proposition qui pout ctrc utilo 
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dans la rerlirrehe de la valour approchee d’nn air <1<‘ courbo, cl <pie 
Pon peal oimnoor nomine il soil : 

Tinaiiu'.iMK II. fjOrx/fn' an are de conrbe n est rencontre qiien nn sad 
ffoiut par cliacnn des plans perpendieulaires a an a, re, donna h rapport 
entrr ret are et sa projection stir (dt.ve dont il s'agil est line moyenne 
entre lex sera ntes des di verses inelinaisons de ('are par rapport a re 
tn( ] ine a.vr. 

Demonstration. - liu ellel , si Ton proud I’axo donnd pour a\o 
des ,r, Pare. s quo Ton considers sera ddlormine par l*oc|ualiou (7), 
pmirvu (pie Poo nomine :v {t , X los abscisses des points extremes, el, c 
PinoJiiinisou eorrospontlanl an point, mobile donl I’abseisse esl ,r. Or,, 
si I’on a earn'd ik la lormulo (j/j) do la viiif>l, 4 roisiomo Logon de Ca/rai 
infinitesimal , on lirera do Pdqualiou (7) 

(ml H (X ,/*„) sfic.T, 

T dositfiiaiil. lino moyonno outre b»s diverse, s valours do Pinelinaison t: 
el il esl rlair tpio la lurtmilo (11 1) onlraino le Iheoreuie II. 
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DEUXIEME LEQON 

ginnimimu in:s mhu-aci-s im.am:s. 


Oonsiderons une oourba plana don I Pequalion c*n coordonnaes rac- 
langulairas so {n*6son Lo sous la forma 

(0 .r - /(•'*)• 

Soianl (P) at (Q) deux points fixes da coda eourbc, qui repondant, la 
pramiar a I’abscissa a\ n lo second a I’abscissa X. Soil, do plus, (/>) la 
point mobile don l x est Pabsoisso; at cbarchons I’airc ooinpriso antra 
la oourba, I’axa das x at las deux ordonnaas corraspondant mix deux 
abscissas a’„, x. Celle aire- sera unc Ibnetion da a.*, quo nous designe- 
rons par u, at qui s’avanouira pour x — x 0 . Da plus, si 1’on suppose 
x > ,t 0 , at si l’ou nomine Aa; un aacroissamanl posilif, mais Iras petit, 
altrilma ii la variable a-*, raacroissomanl aorraspondanL do la function «, 
on A u, represen torn Pelemenl da surface ranfarm6 antra la courbe, 
1’axc das x at las deux ordonn6es/(#),/(,r -I- Ax). Cain pose, soil (q) 
la point da la eoiirbo qui ropond a 1’abscissa x-\- Ax. L’ordouncc d’un 
point ((ualaonqua da Pare ptj sera avidammont da la forma /(a? + OAjc), 
0 designanl un nombra informin' a Penile. Par suite, los ordnances das 
deux points situas sur lo memo arc, Pun a la plus petite distance de 
l'axe das a?, Pautra a la plus grande, saronl da la forme 

( 2 ) f(x -h 0, Ao:), /(x+ Oo Ao?), 

0,, 0 2 clanl das n ombres in fori curs a Punitc. Or, les valours numeriquas 
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dn cos ordonnees ropreseiUcront evidemmcnt los hauteurs des mi- 
(anglcs insnriLs el ciroonscrils a l'clciucnl do surface Ait, Landis qur 
los aires do cos rectangles seronl mesurnns par Ins valours numeriquns 
dos prod nils 

( 3 ) A.c J\x -i- A cv), A.v f{x -+- Oi Ax). 

Done, si I’on empiric la notation 

M(«, a 1 , a", . . .) 

pour designer une moyenne outre plusicurs quantiles a, a', a" ( voir 
V Analyse algebrique, p. 29) (•), on aura 

(/i) Au ~zh M[Aa?/(.r 4- 0, Acc), Ax f{x O^Ax)], 

ou, ce qni revionl au memo, 

(■>) ”=t:M[/<a? + 0, Ajj),/(* + 0 8 Aar)]; 


puis, on iaisant converger Anvers la limite zero, on on conelura 

<°) ^=±/(x)=± r , 

nl par consequent 

(7) du — dx. 

Si inaintenanl on inlogro l’equalion (7) a partir do x = a?„, on trouvora 
(S) u — ±f y dx, 

puis, on designant par U la valour dc u correspondant a x = X, 

( 9 ) X} ~ ± f v y ilx ' 


La function 11 croissant par hypo 111 ns c avee 1 ’obscisso x, il faudra evi- 
dcmmenl, dans los seconds membros dos forraules precedcnlcs, red u ire 
lc double signeau signe -h, lorsquc I’ordonnee y =/(o?) sera positive, 


{’) OE Hires tie Cauchy, S. II, T. III. 
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(>, t an signo — , dans lo cas ronlraire. Dans lc premier cas, les equa- 
tions (8) cl (9) (lonneronl 

(to) «=■ f' ydjr, 

(11) U~j'cU. 

* *0 

Appliquons mainlenanl la ibnnuln (10) a quelques cxcmples. 

ISmemple /• — Si la courlie proposer eomcido avee la eireon lore nee 
de ccrclo (tee rite du rayon U, el reprosenleo par I’equalion 

(12) J ,s + y s — R s , 

on irouvora, pour la valour positive do/, 

(1 3 ) — x* y 

cl, par suite, la ibrimilo (10) donnera 



(1 /, ) V /[ D— dx» 

Pour do to rm in or la valour do I’inlegLuIo qui precede, on posora 

, T{2 

v/ll 2 - - ./;•* 1 x 0 u a * 8 = > 

i 4- 1~ 

el I ’on on con dura 


/V urrsi cu r-.fi* tix = i ix'- -f.r'di -= I ix '- 1 n»J — 


r= l ,r- — It 2 arc lungi 4- const. 

- — — I i/jl 2 —a;* 

- iv Jli 1 - X 1 IP arc tails'- 1 -t- const. 

2 v 2 x 


Si mainlenanl on pose, pour plus do simpliciLo, a? 0 — o, on lircra do 
la formulo (i/j), on allribuanl a la variable x line valour positive, 

a — - x y]W~x* 4- IP (j; — arc tang -- 1 j 

(i5) 

— -x V /U r — ' Tc s 4- - IP arc tang -~= =^== > 

■i ' a \/lP — x s 


OEitvres cle C. — S. II, l. V. 
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mi, Co qui revieuL an meme, 


(U>) ii - -- .vy -i- - It- ace la dr - • 

' 2 l/ 2 ° V 


II 4^s( facile ill 1 verilior dircelemenl Tequalion (t6). En ellel, dans le 
eerele represenle par I’equation (r«), Tangle compels enlre le ravon 
dirige dans lc sens des y positives e( le rayon mene dn cenlrc an point 
(.r, rj a pour mrsure Texprossion arc tang Done Tare do cercle el 
le seuUuir oirenlaire qui correspondent a ee meme angle sonl, equi- 
valents aux produils 

it nru-lana*-- - - It .11 are = - K 2 arc tana -- > 

y 2 u y o, ‘ y 

Or, si ii Taire. du seoteui' on ajoulo cello du triangle rectangle eonslruit 
avee Tabseisso x el Tordonneo y t c’o.st-a-diro le produil -.rr, il esl 
r Ini r qu’on obliendra pour somine la surface a comprise enlre Tare de 
eeivlo, I’nxe des ,r, Taxo des y el Tordonneo y. 

Si, dans la formula (i(i), on suppose cc — It, il laudra supposer en 
meme lemps y-=o, el la valeur de u, reduile a 


f«7) 


ir-, 


represenlora la surface du quart de eerclo. Done la surface du eerele 
enlier aura pour mesurc le produil 

( 1 8 > 7rlt 3 , 

ainsi (ju’oii le demonlro en geometric. 

ICxcmple 11. — Considcrons Tcllipsc constriiile avee les axes xa, xb. 
id reprosenloo par Tcqualion 


(«D ) 


X* V J 

— r *+■ “ T — I 
a 2 6 3 


On trouvera, pour la valeur positive de y. 
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Pin* suite, hi foriniile (in) doviondra 

( 0 . 1 ) a -- * I \/rr~^cLv. 

* 1 n 

Or, i'ii romparanl eelte dornioiM* ii I’oqualion (i/|), on reconnait iimne- 
dialomeml quo Pain* comprise (‘litre i’ollipsc proposce, luxe des x ot 
deux ordonndes correspondent aux abscisses .v„. -r, os I lo produil du 
rapport ~ par Paire qu’on obtiendrait imi substiluanl ii Polhpso uno 
eirronfdronee, deerito sur Paxe 'ia eomnic diamolro. Si Ton pose, pour 
plus do simplicity, j* # -- o, el Pabscisso ,r positive, Paire comprise 
(Mitre Paxe dos x el la oimmleroneo don I il s’agil sera, on vortu do la 
formule (jo), 

1 ■ - i „ , .*• 

icm - re < 7 - — -r -- a- arc tang - ---- - - . • 

<l ,y ‘ \/a- — < r- 

()n aura done. 

K-n 


i i, 


ii - x\Ur — -|- - ah arc lanu 

a a a y/a 1 --* 1 


on, ce qui rovient an memo, 

<<4) 


i i , b.r 

ii -,rr-i- - ab arc Ians — ■ 
<» * o n a y 


Si, dc la surface //, on retranebe la surface du triangle rectangle, eonslriii l 
sur Pabscisso. x <’1, Pordminco y, e.’est-a-dire le produil ~yv, le resle, 
savoir, 


K>) 


- T - ab arc tans; 
a ay 


mi -ab arc tang-, 

•i 


(i) 


reprosen te.ra (Yvidemnienl le secleur elliptique eompris enlre lo rayon 
dirige dans le sens des y positives etle rayon mono du centre an point 
(#, y). Ajmi tons quo la surface du quart do Pellipso sera la valour do u 
ou do Pexpression (*-u), correspondanl ii x -- a, y = o. Done cello 
surface aura pour produil 

r 1 ” 
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AIMS 

cl relic <l«* I’ellipse enliere sera 
(’*.(») 7 mb. 

K.wmple IIL Cnnsiderons Pliyperhole reprosenler par rune des 


oc] iia ( ions 



(■'7) 

.r 1 

(i- 

y 1 

b 2 

(■*«) 

r i 


b l 

' ft* 


a cl h ohm ( th'ii x quantile* positives. On Irouve.ra, pour la valcur 
posit i vo dr y, 

(•Mi) X - 

PiU’ suilo, In formula (m) donuora 

/ /• 1 

(ilo) // - / 


Pour delcrminor In valcur dr I’iute^ralo qui precede, on (era 


' i a ' 1 £.», .•«**- J: - ° rl > 


el I’on ini coiudura 


tX (lx . 1 lx- -- -*• 
a a , 

f\r* dt - W.r 8 . 

- 

*/// 
r P 


1 'i- const. 



x \/x * : 1 : a ' 1 ■ -l t 

0 

/.H- \/.y a H- r/* N 

a 

) -1- consl. 


Si I’on ronsidere (* n parliculior Phyperbole (27). dont Paxe reel esl va, 
cl si Pon pose a.* u 1 ~ a> cn uUrilmanl a x une valcur positive, on firera 
dr I* Aquation ( 3 o) 


r b 


\v H- \/x"‘ 
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on , e e q u i re v i e n l an m e m e , 


0 «) 



Telle esl In valour do I’airo compriso ontro l’axo des abscisses, I’ordon- 
noo y ot l’aro dTivporboIo donl. los deux exlremiles coincident, d’uno 
part, avoo lo sommrt do la courbc correspondant a x — a, do 1’autre, 
avoo lo point (x, y). Si Ton rolranche cello airo do la surface, du triangle 
rectangle oonslruiL avoo los coordonnees x, y, lo roslo, savoir, 


(33) 



represent era lo sooLour hyporboliquc emnpris outre lo rayon clirigo dans 
lo sons dos x positives ot, lo rayon mono du centre, an point (x, y). 
Dans lo eas oil oo, dornier point s’oloigno a line distance inlinie de 
I’origino dos coordonnees, 1’exprossion (33) on la surface du soctcur 
dovionl, ello-nidmo, inlinie,. Ajoulons quo, si Ton dosigne par v) les 
ooordonnoos do Tasymplolo qui s’approche indeliniment do I’hyperbole 
prolongee du onto (los x ot y positives, on aura 


Done, on suppoaant vj ~y, on trouvera 

y „ c 

b " a 

ot I’on roduira I’expression (33) on la surface du sectcur hyporboliquc 
a la forme. 



Done cette surface csl dquivalenle , an signe pros, a la moilic du produit 
des demi-axes a el b par le. logarithm hyperbolique du rapport qu on 


’,:is \ l‘ I' 1,1 1; \T h i \ s Ml i ' V I . < , I I, 1 M I \ M T,s | \l \ 

n/iftrnf i'/i i'oi/ijxi/ n/if a ht ninith <1 </t f it i < till A / hniyjitnt r 
roinji/ir, stir t/ltr /uint/h A <i <tl nit, t/tfjt hi iniiifu if \nn it\\ •nfiluh 
Si I'm l i , oir>nlt‘i:ill lliir ll\ pmlmlt* mptilaln f I i-pi »• .ciilcr put I'rtpiultmi 

(.lit) > i 11 , 

l;i Mirliicc i In M’Hmii li\pn Imliipir, mi IY\pi i IS, m* rmlon ,ul ,i 
i.l; i ' It 0 

Si ia inciiir lixpcrlmlc rluif i.ippm |«r mm |il n ii asr., mum a m>-, 
siSVniphiUm, ami npialimi ilrvimuh.iil 

( .IN) i \ It oil i 1 ^ ; 

* ) t 


' I t I ' i 


Kirni/i/c IN. Si I’mi rmmiilni* la putulmlr n'piVM>iilm' par 


(/,.t 


i »/• t 


( / i i ) » i * f \ t , 

i'l I mi (irtTa ilr IVipialimi < hi), mi Mippii'-unl, pmir aluvfjrr, » 

/ ’ i'' ' . • 

i rn a i ••/*) / i ' if i . < 


n; <|tii li'Yinil an mmm\ 

M:») 


• \ . 


/Vilisi, ( taw t'tunjtnsr rnfrr l a.rr dr hi ftandudr, tut arr dr rrffr rmnln 
i/ttt it lc sanmtvt fttittr online, rl unr nunt/nann' /trijirfu/irulaitr a t‘a,n\ 
i‘sl dottle otuv dnt.v hrn dr lit stir far r da trrftuttflr r{/rnttsrnf, On pmil 
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on nonchirn, immodiatomonl quo I’airc comprise entre V arc dcla para - 
bole, la lew genie menee par le sommet, el une droile parallele a l' axe, a 
pour mesa re le tiers de la surface da rectangle don / il s' a git, 

Kxemple IV. - Si Ton considnrn la nourbn roprosonlen par liquation 

< 1 1 ) y~~ A.r". 


A ot a tUanL doux conslanlos radios, on lirora do la formula (to), on 
supposanl, pour abrogor, a?,, ----- n, 

{ (\ \ 5 ) a ----- A ( x a tlx ziz - — - a?"- 1 - 1 , 

Jn a -hi 


oil, <*.o qui rovionl an momo, 




it —i 


xy 

a -i- i 


Si Ton supposo la oouslanln a positive, Toqualion roprosoidora 
um\ parabole du dngru a , dans laquollo In sommel on In point d’in- 
lloxion oo’iunidnra prodsmnnnl avnc l’origino nl la langonlo monno par 
In somniol avon l’axo dns x, on avnc I’uxo dos j', suivan (. quo Ton aura 
f/>i ou a <f r. (Ida pose, on dnduira do la formula (/j(>) Ins doux 
propositions suivanlns : 

Dans to tile, pcirabolc donl le degrd surpasse 1‘ unite, la surface comprise 
entre. un arc cample a purtir da sommet ou du point d‘ inflexion, la 
tangenle. menee par ce point, el une droile. perpendicutaire a ce.lle tan- 
genle , est d la surface du rectangle circonscril comme. I 1 unite ait nombre 
i h- a. 

Dans toule parabole donl le degrd a resle infdrieura V unite, la sur- 
face comprise entre un arc compte a parlir du sommel ou du point d' in- 
flexion , la lan genie menee par ee sommel, el une droile perpendiculaire 
it cello, tangenle, est a la surface du reel angle circonscril comme le 
nombre a au nombre a -h i . 

Si Ton supposail a = o., Ia enurbo (f\l\) (loviondraiL uno parabola du 
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second degrd, et la fnrinule ( 46 ), rcduilc a 

{ /"i7 ) «— 3‘cy, 

t a K|iriiiu*rai L la proposition enoncce. ii la fin do L’exemplc III. 

Si Ton supposait a — i, la courbc (Vi) se changorail on mu* droilo 
passant par I’ori^ino, ot la formulc (/|G), rcduilc it 

«= 1 ^-, 

iudiquerail quo Pairo du triangle construit avoc l’abscisse x ct l’or- 
donncoy ost la inoitio do I’airo du rectangle qui a la memo base et la 
memo haulour. 

Example K. -- Si Ton consitlerc la logarillmuquo representee par 
Toil nation 

W y — al.v, 

dans hu|ue!lo a closigm* lino conslanlo positive, on tircra do la for- 
mule (m), on supposant — i ol x > i, 

( 4 {) ) u— aj^tx cU. 

D’ailleurs on Irouvera, on integrant par parties, 

j lx tlx = x lx — j cloo — x lx — x const. 

On aura done 

(jo) « = ci(.vl.v — x -t- i). 

Telle est la surface comprise, cnlrc un arc dc logaritlimique comp 16 
it parti r du point oil cetlc courbc coupe Paxc tics abscisses, cc memo 
axe, et Pordonnec corrcspondanl a l’abscissc x. Si le point (a?, y) 
s’oloiguc it unc distance infinio dc l’originc, la surface dont il s’agit 
deviendra elle-tnomc infinio. 

‘ Si l*on voulait determiner 1 ’airc comprise ontre le domi-axc tics y 
negatives, la partio do la logaritlimique qui a cc demi-axo pour asymp- 
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(ole el l’axo dos x, il faudrail rocourir a (’equation (9), reduiro, flans 
eolle equal ion, le double signe quialfoclele second membre an signe — , 
el poser on outre x {) —n, X — 1. Kn operant ainsi, el. observant quo 
le prod nil xlx s’evanouil avee. la variable x, eonformcmcnl ii la re- 
marque faite dans la sopliome Logon (le Calcul infinitesimal, on trouvera, 
pour valour do 1’aire demandoo, 

( 5 f) U— —ai lx dx = a. 

•■'0 

Cette aire n’estdono pas inlinie, eomme la surface reiiferinee enlre. une 
hyperbole et son asymptote; mais olio est equivalcntc au nombre a, 
c’osl-h-diro quo 00 nombre re presen le la limilc vors laquelle converge 
sans oesse Cairo comprise enl.ro 1 ’axe des x, la logarilhmique prolongee 
du cote dos y negalivos, et une ordonnee do la memo eourbe, lambs 
quo cello ordonnee s’approehe indolinimenl do l’axo des y. 

Si I’equalion do la logarilhmique etait presentee sous la forme 


(fa) y-o r, y 

on tirerait do la lormule (10) 

u "J e “ = a ( e<l ~~ c " )• 


( 53 ) 


Kn prenanl, dans I’oquation preoedenle, pour limitos do i ’integration, 
O7 0 = — &„ = <>, on reduirail la fonclion u a l’aire U determiner 

par la Jonmiln (fa). 

Example, VI. — Si, on supposant la cons tan to a positive, on eonsi- 
dere la cliainetle represen lee par liquation 


( 54 ) 


y-a 


e" -1- c " 
2 


ot si 1’on fait, pour abr6gor, x 0 — 0, on lirera de la formule (10) 


( 55 ) 


u — a* 


e" — e 


n 


OKuvvcs dc C. — S . 11 , l. V, 


2 


50 



APPI.IO VT IONS IH< I’.AUTI. IM'IM I'KSIM \l„ 

Trlli! rsJ la smTwr riunpri*a' rnhi* !*.t m* *l» Imm'-.f,, l.i rlciim'lti* H 

li’S I Ini \ nriltillili'm V Inn I au\ < I • • 1 1 \ wriahlm o et ,r. 

I )'ni llm si I'mi iIiVijiih' par i I'ai •' iml'n -nil »• * t-« \ m ilmini-i's, 

mi aura (rnir hi pmnii'n* i.nmi i 

(•Hi) ' • 

Par I’ourti’Mj urn I , [a lormuli* ( » ») *1* <n i in a 
(>) . " 

I him* Wtirr Mtir f'ttf'i' tft \ ( ,t/>- \ c<im]>h : \ur in r/uti- 

nrllr it futrlir tin /mini ir plus Aim, it As i/mr tm/onth'ts rvtn'tnts iff 
t'ei tin', t'sl rtfitivtifr/ilc ( i fain' tin i, ihtnyji i/ni ttiit.nl /> nttr (nt\r /'ii/r v, 
<7 /nittr lutulriir Tonlo/init’ tin / mini A- p/i/v Aim. 

Dims (ilusiiMirs ms, mi larililr IV\alua(imi n rl ( rn rt*in ^ 

pliU'iml , dans Iim'i I'ih’Iii illcs ( M ), i \ \ i in ) H i i i i, la \arial»lr ,»• j*ar mtr 
JUitiT varinlili'. (ammoii*., pniir li\i*i li**i nlrrs, { |in< f ‘*ii i r it -.nil emu- 
|»i‘isi* nil it PaM* tlcji.r rl la I'v ••lonli* ■Imili' par mt rri rli* dmil It* rasim 
ml l(, c( iTjirnu'iilrr par li*>* n|unhmi:- 

(*>#)■ .»• U(m ••in Ml, i 11 1 1 * i 

ipln umis avims oIiIhhius ilam la •.I'rmulr trniii <lu I'iiiih* |. ( In aura 

ll » \ i/l.l, 

•‘I l’<iii lli'i'ra lit* rV'ijtia lion (in, ni <lr-«t^i}.iiil par »■»„ la \ali*iir ill* ru 
rom'spnnilaiil. ii .if tv u , 

( ,M jl n J if',i ll 'I 

‘ lit, 'll. 

Si {mi vriil ipu* lain* u I'niniiinm* a I'm'ipim* ill* 1 . numlmini'm, if 
Imidru jiusrr (•»,, . u, rl la liiniuili 1 < hj) dmuima 

i * 4 ' 1 ,M 

(^’°) ,l / {•■ r«im»> ) a iAa 11" / (i i > imiVm) i/u. 

•A.i a » « 


CALCUL INTEGRAL 


On a d’ai llcMirs 

On Irouvera, par sn iJ<s 
(60 


CDS 2 6) 


T + COSIfil 
2 


a = R 2 j — ? cosco ^cos2&)^ ilixt. 


ou, co qui rovienl au memo, 
(62) 


u = ft ! ( - « — 2 sin t.) -h y siniu ). 
2 4 J 


H3 


Ooimno, dans Ins equations procodon tos, to represent 1’anglc quo deceit 
on lourmml lo rayon du corclo genera lour do la cycloido, il ost clair 
qu’il suffira d<» poser to = ( \r. pour deduirc de la form ole (Oa) l’aire 
comprise outre l’axe dos x ot la premiere, branche do cycloido. Done, 
si l’cm design e. par U cello aire, on aura 

(63) U = 3tcR*. 

On pout done affirmor quo Valve comprise enlrc la base il'iin cycloide cl 
Vane das branches de cetle courbe esl equivalent au triple de la surface 
du ce.rcle genera tear. 

Conenvons a present <juo u designe l’airc comprise, d’uno pari, on Ire 
deux courbes pianos re present 60s par los equations 

(04) y~ i'(- r ). 

(05) J = !*(■*)» 

ot, d’aulre, part, outre les ordonnoos correspondantaux abscisses tr 0 , x. 
Si l’on attribuo a l’abscisse x 1111 accroisscment Ires petit Ax, 1’airc u 
recoyra un acoroissomonl analogue represen to par Au. Ccla pose, 
soionl (/j), (//) los deux points do la courbe (64). cl (r), (s) les deux 
points do la courbe (65) qui rdpondont aux abscisses a?, x + Av. 
Admettons d’aillmirs quo, pour 00s memos abscisses ot pour toules les 
abscisses inlermediaires, la difference 

(66) F(^)-f(«) 

rcsle positive, fin tin dosignons pur 0 ct 0 deux nombres variables, inair* 



\\\ \ |« |> in: \ |] «iN> 1»U * \ K« I I. IMIM I I ''I'l ^ I 

lviifmiM's ruin' U'" lnuilr-. “ **( 1- I '!«• l M “ nN ,lh ' K1 ‘ 

nl mii- h* * a.vs ,„/, m. P """"" 1 H "' "T n l M » 

((,*;> | • i *' A > , 1 > ' n \ * >, 

i*( hi roll III I> r.nii’ 'in If.i.tiiph* i , .iin|»ri‘», tl’mi.' pail, i-nlir !•"> 

piinillMrh •in' 1 |i;ir ith ilrnv |'"iut * .1 Pavr »!•*•» 1 . *l‘;«n!n- pai I , vui rv 

Ii'm nnlniinci'H rni'ri'^joHul.iiil .111 \ * 1 1 1 ,,,, i r 1 A 1 • 1111 l 1 " |l ' 1 * a 
OW) A 1 1 ft « HA" 1 1 / 5 j A * » | . 

Or, I'si in* w tin ivolan^l niikmmnil mp.-i imn* a I'.iuo .\i' l» 

Hfirlsici* /"//.s, si (r ivrlunptr rst 1 n»‘ , <n ><tM :i ••••! !«• m »* m«* sinl.n r. 1 1 '* 

ii-ilii-r si ||.^ valfiiis iiMajiui' ails ihhiiIuv** h rl O l.on nis-mf la pin * 

Kmwlr vnliMir pn:>sili|r »lr funliimirr l\ 1 i WA« ». rl l.i pin* 
vnli'nr pimtililr ilr | , iiiiIiiiiiii*i' It r i 'lA-i U An mnlum', r,ui*' »* 'l'* 
viiMitlrn i'A ialfiiniti'iit itilWirim' a A«, !•' 1 1 « ! a 11 r I*' , **' 1 1,1 * 1 |C 11 

sui'fiirr, I-VM iwliiv si U's \ an\ ummiImv. O rl 0 I"* 1 ' 

n isNMiii la jthiH |idili< vsili-nr |»" • M«‘ '!■* r«m1uimrr 1‘ « 1 O.Vnrl la 
pills Kl'iimlr \a ItMir puo-iMi' '!'* I'm «l»iim«*r l'< * 1 0A< 1 , l , »“n\ |'* , ih1.hiI 
Ton Iri'ii va rii'r U rl O rnlir Ir*. Itnnlm .. rl 1 , la iliHrrrmv 

„ ,\« AMI'' 1 !, A«» »« < f A » >| 

• s <*ni (anlitl p,iMli\r. lanlnl iirpalm*. H «•••* ai »r .I'm •’"iirlmr t|»", .1 
f(.r) r| ivpir-.rnlrul ilr*. ImimCihum rtuilniiirs ilr ». "M jmnia 

rhoisir Irs nomlirr*. 0 rl H ilr mainm* ii \rnlirr I rtpiati>>n 

<*;«) All A 1 1 1 ' » » > HA.) H *’ 1 '• A* * 1 . 

Kn rlli‘1 , h i h, (lilVrirnrr H«j» ..liliml mu* xalnir m^aliv* «lai»s lr im- 
"il | a on f) {} ' (.] ,<( 11 1 11 * v.ilriir pnMlixr ‘ ““ * 0,1 

« ( l 0 M (■) H m pom- lain* rrllr 1 1 1 »!«' !•' pirunnv 

vnliMir it In hmuiilr, il ^ulllia ilr pu^n' 

( 7*) » fi i t '^) f > O 0„ ! (0< O.,^, 

puis ilr fui|< ( i varirr t rilin' Ir-s limilr*. / <*, / 1 . Or il rsl r lan <Jih 

^'‘xprcssiim sr Imuvanl iilm-H ininHliimirr rn unr I'niirlii.n r*ui- 
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(inuo do /, no pourra passer dn posiLif an nogalif sans devcnir nullo 
duns 1 interval lo, pour lino valour do I qui sera comprise entrc los 
1 i mi Los o, i, el a. laquello eorrcspondra line, valour do chacun dos 
nombres 0, 0, comprise enlre los memos limilos. 

J/cqualion (70) clan l veriiieo, on on tirora, cn divisanl los deux 
in ombres par Ax, 

( 7 a ) = t 1? (^ -I- 0 Ax) - f(o? -+- 0 Aa?)]. 

Si, dans cello do, micro formula, on fail converger Ax vers la lirnitc zero, 
on Irouvera 

(73) ^=F(<r)-f(® ) , 

011, co qui rovicnl, au memo,, 

(7/1) r/«=-[K(.r)-r(.r)]^t'. 

L’cquation (7/1) suppose quo, dans lovoisinago dc l’abscissc#, Iadillc- 
rcnce l ? (a?) — f(a?) osl positive. Si oettc condition n’olait pasrcinplin, 
I’cqualion (74) dnvrail olro remplacec par la suivanle : 

(75) clu = [f(a?) — E(a?)| dx. 

On aura done goneraloniont 

( 76 ) dn — ± [l ? (.r) — f( io )] dx, 

la double signo, devant fttro reduit au signe H- on au signe suivanl 
quo la difloronce F(») — f(a>) sera positive 011 negative. Si, pour 
abrogor, on designo par 

( 77 ) /(ai) = ±[F(.«)~f (®)3 

la valour nuinorique do la difference (66), la formulo (76)’dovicmlra 

(78) du~f(x)dx, 

cl Ton on conclura, on integrant ii partir, dc x — cc a , 

u—f f{x)dx. 


( 79 ) 
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Enlin, si Ton nomine U l'airc comprise, d’line part, outre los 
courbes ( 64 ) ct ( 65 ), d’aulre part, outre Ios ordonnoos corrospondanl 
aux abscisses x 01 X, U sera dvidemm on t la valour do u corrospondanl 
a j: — X, el Fun aura on consequence 



Los equations (79) et (80) soul entierement sonihlables aux for- 
niulos ( 10) et (t i). Sculeinont, dans cos equations, f(cc) no ropresonlo 
plus I'ordonncc d’unc seule courbo, inais la longueur do la section 
lineairo faito, dans la surface U oil u , par un plan perpondioulaire a I’axe 
des x ol corrospondanl a Fabscissc x. Cette longueur est ce qu’on 
pourraitappeler V or cl onnee de la surface u ou U. Kile est toujours cqui- 
valente. ii la valour iiumeriquo do la difference entro les ordonnoos des 
deux courbes qui limilent cette memo surface. 

Si les courbes (( 54 ) 0 1 ( 65 ) so coupouten deux points differents, et si 
Fon suppose quo, dans la form 11 lo (80), cc a , X represen lent los abscisses 
do cos memos points, l’airc designee par U sera cello qui so trouvo 
ron former outre les deux courbes. II on serait encore do memo, si los 
deux courbes so touchaiont aux points qui out pour abscisses x 0 
el X. Enfin il pourrait arriver quo 

* 

r = f(^‘)» f — i'ix) 

fussonl deux valours day tiroes d’unc seule equation 
(so 3{x i j') = o 

propre a representor unc courbo form 60 dc toutes parts. Alors, pour 
dfiduire de la fonnule (80) la surface limitcc par cette courbo, il sulfi- 
rait dc romplacor x 0 et X par la plus petite oL la plus grande des 
abscisses qui correspondent aux differents points dc la courbo, ou, ce 
qui rcvicnl au memo, par les abscisses des deux points dc Faxc des x 
qui comprcnnent entre eux la projection de la courbo sur cctaxo. Lo 
plus ordinairoment cos abscisses appartiondront aux points dc la courbo 
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oil Id lan&enln devienl parallele ii Paxe des)'. Neaninoins, Ic contrauv 
pourrail avoir lion, si la emirbo rcpresoiilco par I equation (81) ofiVail 
d('s points saillanls ou des points do robrousseinenl. 

Pour monlror lino application des principes quo nous venous d’ctii- 
|)| i r, supposons quo l’on dcmamlc Pa ire comprise dans la eourbe tenure 
ii laquollo apportion! Poqualion 

(8?.) .r*"» 

in clan I un nombre cnlior quolronquo. Cette equation, resolue par 
rapport h Fordo n nee y, fournira deux vulcurs do cello ordonner, savoir 

i i 

( 83 ) y ~ — — ( i A - 2 1,1 y y = ( 1 - .r 2 '" ) r '" ; 

et la difference enlro ees deux valours sera 


(8/,) /(.r) = i»(i 

Do plus, comine on lirora de Poqualion (Ba) 



il est elair quo la langenle a la eourbe deviendra parallele ii Paxcdcsy, 
qitand on aura y = o, el, par consequent at — — i ou x = 4 - 1. II esl 
d’ailleurs facile do s’asstiror quo les deux valours prceedenles de 
Pabsoisse x sout la plus petite et la plus grande de Louies cellos qm 
correspondent aux dillerents points tie la eourbe (Bn). Cola pose, on 
trouvera pour I’aire demandee 

( 8(» ) 11 £ f ( .v )dx~~->. j ( t - x~ m )* * dx. 

La valour precedent!', de IJ pent encore etre presentee sous la forme 

/•' 

(87) U--./,/ (t — x- n, y m dx. 

do 

Si Pon suppose en parliculior m = r, la eourbe (82) so trouvera rc- 
duito ii uu eorclo dont le rayon sera l’unito, et Pon aura, comme on 
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Si Pou supposail Mu fnis m ~ i el n = i, Pdqualion (B8) sc reduirait a 

i'l I ’on (irorail do lit formulo (92) 


2 . 2 

• r ‘- \-y* i, 


u \M M.O/ a. 4 8 

II os(. onroro essonliol d’ohsorver quo la Ibrmulo (80) subsislo dans 
In oas memo oil elmeuno dos Ibnelions (‘(.t?), P(u;) changorai l do forme 
avoo Pahseissc ;r, do maaioro ii roprdsoider suooossivomont, non pas 
Pnrdnniioo d’uno soulo eonrbo, mais Ios ordonndos do plusiours courbcs 
on memo do plusiours droilos Iraedos a la suilo los linos dos anlros 
dans lo plan dos .r, v. (loneovons, pour lixor los idoos, quo, la foiio- 
I ion K(m) olanl, Poi'doimuo do la parabolo roprosonloo par Pdqualion 


(<)«) 




la Ibnolion f(.r) so onnlbndo, pour dos valours negatives do .r, avoo 
I’onloimdo do la droilo 


( 07 ) 


y — - .v. 
j ft * 


o(, pour dos valours positives do as, avow Pordonndo do la droilo 

<!>«) ' r ■ §*• 

Alors, nu iiura, pour x < o, 


( 09 ) 

ol pour ;r > o, 
(100) 


/(•*') 


/V) - 


Do cos deux valours do /(as) la premiere s’dvanouitpour x — - -> et 
la see, undo pour x - !j- Cola pose, si Pon veul. delorminrr l’aire com- 
prise, do e-old dos j y positives, onlro la parabolo (96) olios droiles (97 ) * 
s. u, 1. v. 


OHuvres <!<• C. 
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dans uno courbo formeo qui so ropUorait sup clle-mcnic, dc maniero 
a cilpn ro neon tree on plus do deux points par los ord ounces corrcspon- 
danl a oorlainos abscisses. Mors liquation do la courbo, resolue par 
rapport a rordonndo y, fournirail, pour eliaquc valour do,' r, un nombro 
pair dos valours radios do oottc ordon nee; ot, apres avoir range cos 
valours radios par ord re do grandeur, 11 sudirail do rotranchor succcs- 
sivemoul la premiere do la deuxieme, la Iroisiome do la quatrieme, etc., 
pour oh Lon ir los quantiles ci-dossus designees par /,(#), f 2 (x), .... 
o’est-a-diro los quantiles donl la somme sorait precisenionl la section 
linoaire f(x). 

Apres avoir explique cominent on parvionl, dans tons los cas, ii 
ovaluor la section linoaire fade dans uno surface quolconque par un 
plan ])orj)ondiculairo. a l'axcdesrc, nous aliens clablir quolquos propo- 
sitions qui soul, d’uno grande ulililb dans la quadrature dos surfaces 
pianos. 

Tiikohkmk I. — Si les sections lindaires failes, dans deux surfaces 
planes , par un syste/ne de plans par alleles les a ns aux aulrcs, sonl cut re 
cllcs dans un rapport con si an l, les deux surfaces seronl enlre dies dans le 
incline rapport. 

Demonstration. — Snpposons los diflorenls points do cliaquo surface 
rapportes ii deux axes roelangulaires despot/, qui soionl eomprisdans 
lo plan de eollo memo surface, oldonl Io second soil de plus ron forme 
dans l*un dos plans parallbles quo Ton oonsid&re. Si 1 ’on noinmo/(a?) 
et f(a?) los seo.tions lineaires faitos dans les deux surfaces par Pun do 
ces plans, savoir, par colui qui correspond a l’abscisse x, on aura, par 
hypolhoso, 

(io/|) \'(x)^=af(x), 

a designanl un rapporL constant. Soiont d’aillcurs x 9 et X les limites 
entro los([uollos x doit roster comprise, pour quo lo plan corrospondant 
a cotto abseissc et perpend ioulairo ii l’axo dos x ronconlrc los deux 
surfaces. En vertu de la fonnulo (80), la premiere surface sera ovidem- 
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menl mesurec par Tintegralo 



tandis quo lasccondc surface sera mesurec par I’inlegrale 



civ. 


Or, on lirera de Tequation (io/j) 



el il est elair quo cello derniero formulo compreml lo llieoromo dnonre. 

Corollaire /. — Supposons quo Ton trace, dans lo plan dos ,r, y, deux 
courbcs fennees donl la premiere soit represonleo par Tequalion 

(Jo6) 5(x % y)=- o, 


cl la secomlo par une aulro equation do la forme 


(•07) 



= 0, 


b dcsignanL unc quantile conslanlo. II esl clair quo, jmur chnquc valour 
do l’abscissc a ?, on lirera dos equations des deux courbes des valours 
corrcspondantcs dc/qui soronl onlro olios dans Ie rapport do t a b. 
Par suite, los limitcs # Q , X, onlro lesquollcs Tabscisso x dovra rosier 
comprise, pour quo Tordonnce y conserve des valours rcellos, no vario- 
ront pas, quand on subsliluora la secondc surface ii la premiere. l)e 
plus, si Ton dosigno par 


( Io8 ) vo. Xu j’i, y 3) ... 

los diverse s valours reclles do y quofournil Tequalion (106) pour line, 
abscissc donnee, cellos quo fournira, pour la memo abscisse, To qua- 
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lion (107) soront evidemmcul 

( 1 °9 ) h‘o* b y i» by t , by 3 , . ... 

Si d’aillours on suppose los quantiles (108) rangrcs par ordro do gran- 
deur, los longueurs precddommenl designees par /,{#), ... 

soronl, evidemnienl, pour la ooiirbo (1 06), 

(no) fM—yi—y* /i(*») 

ol.cn conacffuonco la section lineuiro/(.r) do la surface, comprise dans 
Pinldricur do cello eourho sera deloriumeo par In Ibriniilr 

( ' 11 ) /(•«) fi ~ yo -I- y* — y* + • ■ • ■ 

On Irouvora an confrairo, pour la soclion lindaire f(.r) do la surfaro 
coinpriso dans la eourbe (107), 

('!») I’(^) = h X\— l >y Q -\- by 3 — by t + . . b{y t — y 0 -\- y a — yj-\- . 

On aura done 

0*3) f(.r)=:/>/(.r). 

Cola pose, on con dura du theoremo I (fiio I (*s surfaces ouurlios con- 
form des dans los oourbes (10G) ot (107) sonLcnlro (dies dans lorapporl 
do 1 a b, 

Gorollaire 11. — l$n raison nan l coni mo on vionl do lo Jairo, inais 
dchaugcunl I’uiio contro I’aulrc lesdeux ordonndesa?, y, on prouvorail 
quo los surfaces comprises dans I:i courbo (106) el dans cello qni a 
pour equation 



sonl entro olios dans lo rapport do, Tumid a La conslanln a. Ajoulons 
(pi’on obliendrait evidenunont lo memo rapport on comparant 1‘uno a 
Tautre les surfaces comprises dans los deux eourlies reprdsentdes par* 
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la eourbc representor par cello equation renfermora unc surface qui 
aura pour mosure.lo produil de Pexprcssioii (q 3 ) par los deux coti- 
siantos a el b. 


Gorollairc III. — D’apres ce qu’on a dil dans la soplirme Lecon du 
Tome I, la devoloppeo do Pollipso (rp) esl represented par Pcqualion 



dans laquelle A, B designenl deux quantiles positives, dclcnninees 
par la formulo 

kct — \\b — ±: (a 2 ~ IP). 


Or, on eonclul du Ihnorcine I quo la surface comprise dans cello ilove- 
loppee esl equivalenle an produil des eonslanles A, B par la surface 
comprise duns la eourbc (<)/j), cl par conscquonl a 


(i-ii) 



8 al> 


Corollaire IV. — Lorsquc dans liquation (i 1 7) on suppose b — a, 
eelle equation, reduile’u la forme 



represent line eourbe sc mb table a lueourhe (10G), oldonl les dimen- 
sions soul a cellos de 1 ’au Ire eourbe commo le nombre a esl a Punil6. 
Cola pose, il resulle evidemmenl dn llieoreme II quo les aims comprises 
dans deux courbes se mb tables soul cnlre cites comme. les carves des dimen- 
sions de, ces deux courbes. 

Nous (erminerons retie Logon on elnblissanl un dernier theoreme 
quo Pon pout enonoor commo il suit : 

Tiikorkmk III. — Le, rapport cnlre deux surfaces planes esl loujours 
une quantile moyenne cnlre les di verses valeurs quo pent acqucrir le 
rapport des sections lindaires faites, dans ces deux surfaces, par un plan 
jnobile qui demeure conslammenl parallele d un plan donnd. 
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Demonstration. — Supposons lcs (llflo rents points do cheque surface 
rapporles a doux axes reelangulairos dcs x ct.y, qtii dcinenrenl oompris 
dans lo plan dp cello memo surface, el donl I<» second coincide avec 
la droile suivant laquelle olio est coupcc par lo plan donne. Soionl 
d’ailloui's fix') et |‘( l r) les sections lineaires failos dans lea deux sun- 
faces par le plan mobile el corrospondanl a 1’abseissc x. Knfin adnrnl- 
tons quo co plan no puisse renconlrer Tune dos surfaces sans renconlrer 
I 'autre; el soient a* 0 , X les liniites enlre lesqucdles I’nbseisso x doit 
rosier comprise pour quo le plan mobile rencontre effoclivemonL les 
deux surfaces donl il s'agil. Lo rapport do l’miodes surfaces a Tauti'e sera 



f \'U)d.c 

(123) 

J, n 

r ^ 


/ f{x)dx 

D’aillcurs, si 

i Ton pose, pour abreger, 

(124) 

H 

'h 

. 

•>=t 

11 

7-J 

on aura 


(120) 

F(j? 0 ) = o, 

(iaG) 

,?'(.*) =|’(*), F'(#) 


el la formulu(i) do l'addilion placee a la suite des Logons sur le Calcul 
infinitesimal donnera 


>?) 


I | '(x)dx 

lit — __ # [>»+ fl(X — .Y 0 )] _ fj> 0 -h 0(X — 

f'/WcLv F(X) ’ F '^o+0(X-x 0 )J Y 


0 designanl un nombre infericur a l’linite. Or la fraction 


fK + fltX-ttoVi 
/i> o + 0(X — a? M )] 
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osl evidomment Pune dos valours quo peul acquorir I e rapport 


f{*) 

A-n 


dos sections Iineaires failes dans los deux surfaces landis quo x vnrie 
outre Icsliniites a? 0 , X, ot par eonsoqnonl uno. quantile comprise outre 
la plus pol.i to (‘l la plus grandr do cos memos valours. Done la Ibr- 
inulo (127) onlraino lo theoroine III. Nous ajoulorons ([tio la for- 
imilo (127) ost ronformoe dans P equation (i 3 ) do la vingL-lroisioino 
Union du Ccilcul infinitesimal ('). En ollot, si I’ou romplaeo, dans colli* 

equation, /(a?), /(.r) ot ©(a?) par \'(x),f(.v) ol on on lirorn 


(128) 


f' r(-'c) a* 


„m y 

AD 


f A*) ‘to 


£ designant uno valour do x comprise onlro los fimilos W.o’rst- 
a-diro uno valour do la forme x u -t- 0 (X — .r). 

Si, pour corlainos valours do I’altse-isse, lo plan mobile porpondioti- 
lairo a 1’axo dos x no ronoonlrail [tins quo rum* dos doux surfaces 
proposers, on pourrait encore domonlror, oommo on vionl do lo Cairo, 
!e llidordmo III. Settlement, il landrail, alors designer par ,v n (*l X los 
limit, os onl.ru losquollos Pabsoisso :v devrail roslor comprise pour quo 
lo point mobile roneonlral. au moms rune d(*s doux stiiTners, i*l uonsi- 
ddror chaeune dos sootions linbairos j’(.r), f(x) oommo pronanl lino 
valour nullo loutos los Ibis quo la surface corrospondanlo oossorail 
d’etre cottpbo par 1<* plan don l il s’agif. 

Corollaire I. — Doux surfaces pianos soul bquivalenlos lorsqu’un 
plan mobile, eonslainmont paralleJe a un plan donno, coupe cos doux 
surfaces suivanl dos sections I i mini res qui roslent loujours cgalos 
onlro olios. 


C) OEuvros do Cauchy, S. II, T. IV, p. 5 1 t|. 

Ol.nvrcs do C. — 5. II, L V. 
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Corollairc II. — Si, (kins liquation (128), on pose |’(a?) = 1 , on 
Irouvera 

,,v 

/ \(x)dx= I dx—\—Jc 0, 

•A„ «A„ 

cl, par suiti*, 

(129) f f(x)clx - =(X — J? 0 )/'(^). 

*A„ 

Or la longueur X — x n rcprcscnln evidemmenl la projection lineaire 
dr la surface (80) sur I’axe des x, Landis quo /(5) represenle line 
quantile moyenne. entro lcs sections lineaires failos dans cotte surface 
par un plan perpendieulaire au memo axe. Cola pose, comma on pent 
prendre pour axe des x une droilc quelconque Iracee a volonle duns 
In plan do la surface quo l’on considfcrc, il est clair quo la formuli' ( 1 28) 
entraine la proposition suivantc : 

TmiOREMK IV. — Le rapport entre une surface plane el sa projection 
surun axe trace dans le plan qui la renfermc est toujours une moyenne 
entre lcs diverses longueurs qui reptesentent lcs sections failes dans relic 
surface par des plans perpendwulaires a l' axe donl il s'agit . 
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TROISIEME LECON. 


QinMATiiiu: dks surfaces Goimni.s. 


Nous avons obsorvo, dans la soizieme Logon du To mo I, qu’i] parin' ( 
oonvenablo do faire sorvir ii la mosuro do la longueur d’un Ires petit 
arc do eourbe, passanl pur tin point domio, la drnilequi s’on rapprocho 
lo plus dans lo voisinago du point donl il s’agil; oL nous avons admis 
on consequence qu’un Iros petit are do umu’bo so contend sonsiblonioul 
uyoo sa projection sur la langonlo monoe pur un do. st^s points, o’osl- 
a-dire quo lo rapport du polilaro ii sa poojoolion so roduit sonsiblonioul 
a I’unito. Nousaurons msonrs, pour la quadrature dos surfaces ooiirbos, 
a un principe analogue; ol. nous (crons sorvir a la mosnro d’uno 
petite portion do surface, eourbe, passant pur un point donnd, lo plan 
<pii so rnpproelic lo plus do la surfaoo dans lo voisinago do oo point, 
on admottant quY/i element de. surface, eourbe. donl les deux dimensions 
soul ires petites sc con fond sensible.me.nl. avec sa projection sur le plan 
l an pent mane, par un doses points; cY.sl-a-diro quo le rapport du petit 
element it sa projection so reduit scnsiblernenl it l’ unite. 

Go principo olanl adoplo, considemns nno surlaoo donl l’oquatimi on 
coordounocs rcclnngulaires so prison In sous la forme 

{«) 5 /)• 

SoiL ( p ) lo point do la surlaoo qui a pom* ooordonnoos (a?, y) ol 1 
I’ino.linaisou on oo point, c’esl-u-dire l’anglo aigu oompris on Ire lo plan 
tangent mono par lo point (p) ol lo plan dos cc , y. Entin, oonoovons 
quo 1’on projolto sur cos deux plans un element do surface designe 
par a), donl Ios deux dimensions soient Iros petites, el qui renfonne lo 
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iTpiTsenli'rmil |i's ariTMijisrinrul* ill'** < /, \ < rt k - mi 

ii I’aiTruisM'iut'ii! A.r <le la v.n iaMc •». IV pin- , 1 < - »»■■* t *'* ■ »*n»« ni qm 
iTUuvronl Its expri'v.iuii'. ( i \ rt ( « \, qn.nul ««n f« i.< . i . • t f » * » ,(i‘ , 

nil 1 1 * s ilcti\ qiiaiilifrs 

((i I A v A , , i i , i i. 

(7) A, A, u A * A* 

iTpivsmilm’onl rvidmimimil : 1" l*;i ir<* rumpus*. ■ m I.i ,uiLm u 1 , n { 1 «• 
qua I it plans iiiuiu's par Ium pniui*. ( /h, 171 pn pmili* nl.ni> mrni *»u\ 
JIM'S ill's ,i* rl )•; In pi'lil n , rl ) iii|;li* uiiqud r 1 1 ( i.i pi».pi h.xi .!■• 

itIIc aim siir In plan drs ,r, y, I Ida pu-.r, si l\»n tpiir I *■ n (• m n p.u . 
I’liidliuiisuii iln l:i surfaer ( 1 ) an pi 1 i 1 1 1 1 j > », p.u m r.iiu- > 1, \ » 

ilonl Irs (leu \ (limrnsiims sun I hrs pel ili*«. rl p.u I imr qiuuhl.- p.u 
<li Hri'CMilr ilc /.urn, mi aura, 1*11 \rrlu 1I11 lliriuviur I, 

A, \ f ii f.iirnj.v 1 I 1 1 r«r. : 1 I 'A. A > >, » , 

H 1*011 mi niudiini , cu iTiiii'llanl pnur A ,\,tt • .1 \.»lrm inn , 1 ,- |. ( 
f’uniiulc {•;), 

^ j A 1 A 1 1 1 

A 1 A 1 rii'i ; > | 

Si, 1 la us la Inrmulr ( H ), tin tail drrruiliT iiiilrliuuuriil I.i \,ili*nr nmur 
I'iqim 'In A)', mi ohtimulni, mi passaul uu\ |Vi|ii,iimu 

((,) ^»A.,yhr, j| , 

Oy A.r i n-; . 

H 1 "' •’<>" pHiirra ('unit plus simplemrul mi il ..mi ■ 

(10) 'JA r v( r,r» A/ 

Or ru**,' • | ' 

<‘l (Ians laqiidlc la qtmnliln I runsrrveru line \ulmir uv** prhlr, ICnfi u, 
si, dans la runmiln(<;), nu fail drrruiliT irnli-M nimrnl I., vultMtr dr ,r, 
un un lirura, mi passanl an x limilcs. 
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ou, co (jui revienl au memo, 


(ia) 


®(.i\ )') 

<lv th 


— seer. 


m 3 


On dcduil aisdinont do {’equation (12) la valour do I’airo y(as t y). 
ISn oflet, cotte airo s’cvanouil on memo temps quo sa projection sur !o 
plan dos x, y, non sou lenient pour y = r fll quol quo soil x, mais onooro 
pour ,r ~ x n , quol quo soity. On aura done: gciicralenionl 

(1 3 ) y 0 )-~ o, 

( 1 4 ) *(-«o. J ) = o» 


ot, par sii ilo, 

(i5) 

(16} 


0 9 ( -o, ,1 « ) 
7 kv 

Ty 


Cola pose, si 1 ’on inldgre 1 ’dqualion (12) : i l> par rapport a y el a parlir 
do y—y ot 2 0 par rapport a as ot a parlir do x ~~ x 0 , on Irouvora sue- 
cessivemont, on ayanl 6gard aux idrinulos (i 5 ) ot (i/j). 


(17) 

dy(.y, 

Ox 

“ -■= f sect dy 

-Jo 

ot 


(, 8 ) 

?(•*■, y)~ 

- j ' j see r dy dx. 


*>o 1 i 0 


Si, dans In dernidro equation, on reinplnco los o.oordonnees x, y do 
point mobile ( p ) par los coordonndos X, Y d’un point fixe ( 0 ) si(u6 sur 
la surface ])roposdo, cotto equation fournira la valour do I'airo <p(X, Y) 
comprise ontro qualm plans monos par los points (I ) ),(Q) porpemli- 
culairemont aux axos dcs j? ot y, ot si, pour abreger, on ddsigno par A 
I’airo dont il s’agil, on aura 


(• 9 ) 


A ~ I I %(sc.xdy else, 

’ -'-0 -\)o 


Quant a la valour do scot, on pout la dclorminor immddiatomojit 
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pur la I'nt'iiMiIi' ("/| ) tie la <niali>r/i« , im* I .cruii tin l*unr I. Omm, 0 l.t 
dillereuliellc dc l‘ (' < 1 1 1 < 1 1 i < > n ( i ) i‘sl prcMmlee stiii*. I.i !mi mi* 

(■lo) <!.. /nil 1 •/</», 


(mi) mV: v’t I />’ i </*. 

II cs! iii 1 1 hi riant d ‘observer quo, daim lo*« equalitum i i d i el i i«i i, mi 
poul sans i i) ron vrn ii*n I inlorverlir IWdiv do* int**;*r;il mui** relathc. 
aux deux \ariables.r el Nniis ajoulomns qnr, -d l'im mlcpic I 'i*i| h.i . 
linn ( i n) par nippnrt it la variable r cl cnlrc lc-. limilc*. \ v„. r \ , 

nn cn lirrra 

<•'■0 A. v(.r. Y) A.»- / ,,,J ,'(>• 

C, cl, In dcrnierr Inniuilc delormine la valcur dc l‘airc A, vi.i , » i, ipii a 
110111' projcclion sur lc plan dcs .**, t r nn rre|iuinlc couipri* cnlrc deux 
parallclcs ii I’axc dcs ,i\ separccs I’linc dc I’aulrc par line di-lance dpule 
a V v„, cl deux parallclcs ii lave dcs v, dmil la di*danre (id-, pdilc 
csl rcprcscnlcc par A,»\ 

Cmiccvnns a presold (pm l'im coupe la Mirlacc in: r* par deux 
plans pcrpcndic.ulaircs ii I'axc dcs .r, l'im lixi- cl corrcspondaiil i» 
I’ubscissc.r,,, I'aulrc mobile r! cnrrcspondaul ii I'ldiHeisse.r; pardeux 
surlaccs cvliiidriqucs dnul les ^cncralriccs soicnl paralleled a I'axc 
dcs v, cl dnnl les equations soicid dc la lor 

(°-* 5 ) ,r l'(.r'i, 

(’^) y 

On oblicndra ipialrc coiirbcs (I’inld'scclimi, d I'airc romprme eulrc ccs 
(piali'c conrhcH varicra ovidctmuciil avee la posilion du plan middle, 
ladle wire sera done uue Innelion dc I'abscissc ,v. Si on la design* 
par cl si 1 on uniunic A.i' mi accroisscmcnl Ires pclil allribuc ;i 
la variable ,r, I’expression Ai|/(.r) represculerit une pelilc siirlacc dnnl 
la projcclion sur le plan dcs m, y sera reuformeo, d’unc pari, cnlrc deux 
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A f>:> 

perils arcs pc/, rs mosuros snr les enurbrs roprosoulecs par los oqiia- 
li nns <*23) ol ( 2 /| ); d’aulre part, outre doux plans perpendieulaires a 
j’axe d«*s x cl eorrosponriau! aux abscissas . v , ,r+A.**, (Irla pose, 
soionl 0 ct 0 deux iiomhros <j u i variant d’uno manim 1 (|uelooii<| ue 
outre Ins 1 i in i Cos o ct i. On rcconnailra, cn raisonnanl eomnie dans la 
deuxiemo bccon, quo, [lanni Ics valours mimompios du produil 

( **5 ) A.r f ]• (.r -I- fl A.r ) ~ f( .r + 0 A.r ) \ 

qm correspondent aux divorsos valours dos nombros 0, 0, la plus pidilo 
cl la plus j>ramlc. reprosoulonl Ics airos ill's roelanf*los insorils of. nr- 
eouscrUs a la projection do la surface A^(.r ), par eonsequonl Ics pro- 
jections do deux nouvoIb'S airos, inosuroos sur la surface. (rj, cl dnnl 
Pune ost inlorioure, I’aulro suporiouro ii I’aire A ^(.o). Ajoulons (|iio 
ohaeuno do cos nouvollos airos, elan! comprise cnlrc (pulin' plans 
perpondieulaires ii I’axo dos x on a I’axo dos y ol ooiTespnndani mix 
abscisses o’, x -v- Ax, mi a dos ordonnocs do la Ibrmc 

f(.r -l- 0 A.r), F(.r -I- 0 A.r), 


sera mosuroo pai' un produil somblabloau soooml mombro do I’eqtia- 
tion ( i>«), ol do la formo 


(■Ajf 


, . v 1 1 i H A t ) 


A.r/ ----- ,/y 

• Al » -i 0 A.’i 


si, pour plus do eominodilo, 
posilivo. Done lo rapport 

(•>;) 


on suppose la (inference V(.v) 

A i|/ (.r) 

A.r 


IT-0 


sera into quantile inoyonuo outre deux inlbgralos do la lor mu 

,, I (.!• 1-0 A.l 


•pS) 


/ 

•Aivi-OAi) <,os 


OST - 1 - I 


r d ) . 


D’ailieurs, si I’on fait docroilro indoliuimonl la valour numurique rie Ar, 
la qunntite I s’approchera iudefininioitl do /.tiro, oi los divorsos valours 

OFiu-r es do C — S. II, l. V. *Jtj 
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dr 1'inleg rale (28) convergeronl vers unc sonic, el memo limile, savnir 


•»,)) 


seerrfr. 


Done hi limito du rapport (37), oil la function dmveo sera 

equivalent!* l\ I’expression (29), et Ton (rouvera 


sec uly. 

(LV -hi) 


Knliii, rnimm 1 on a evidoinmonl 

(■D) '^.r 0 )=o, 


on tircru do liquation ( 3 o), integree a parlir do j? = j; 0 , 

"Y" 

t„ ’-fc) 


(3?) 


r x 

/ / seer dyciv. 


Si, dans I'equation ( 32 ), on romplace I’abseisso variable .r par line 
ahseisse delermineo X, on en lircra 


( 3 J) 


,A U ) 

i|<(X)z=/ / seer dydx. 

*•' i» ''rut 


Si, de plus, on designe raire^(X) par A, el les deux functions I'(jj), 
K(j:) par y a e( V, on aura simplement 


: 3 i) 


•Vr -j ^ seer dydx. 


i’n ^ * a 


Cette derniere fornmle suppose quo la difference 
(35) Y— v 0 — F(a?) — f(.r) 


resle eonstammenl positive cnlre les limites j» 0 , X de, la variable x, el 
fouvnit la valour de Cairo comprise, sur la surface (i), d’uno part, enlre 
deux plans pcrpendiculaircs a I’axe dcaa?, ct representes par les uqua- 
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I ions 
( 3(i > 

(•> 7 ) .f - X : 


d’aii I re pari , enlro deux surfaces rylindricftios donl los genoral, rices sonl 
parallolos a I’axo dos s, el donl h*s equations soul respoolivomonl 

{.H8) /—.Vo. 

( 3 <j ) y - V. 

Ajonlons quo, los limilosdo rinlegrnlion rolafivo ii relanldos lbn<iioii«. 
do x dans los Ibrimilos ( 32 ), ^ 33 ) cl ( 3 / j), ii nVsl ])as perm is d’v 
renvorsor, o.oinmo dans Ins formulos (18) o(. (19), I’ordrc dos inlo- 
^ralions. 

Dans lo oas pari ieulier oil la surface (1) coincide avee lo plan dos, r, v, 
on a 

( n /.* i u 

soct tiy - / dy -z F(.r) — f( x ». 

N.r) *A( , , 


Kn memo temps los aircs ^(a?) ol A = ^(X)se reduisonl aux surfaces 
pianos <{iio nous avons designees par a ol. D dans la douxiomo Looon 
(ji. /| / j(i), (‘I. Ton tiro on consequence dos Ibrimdos (’>3 ) ol ( 34 ) 

(/,(.) tt — f lF(a?) — r(a?)Kr f • 

(/,.) II =T /'V(*) — f(«)] 

II 


La lb rm 11 1 0 (/fi) p<*u t on core s’oerire coinnio il suit : 


(VO 



Los trois equations procedcnlos 110 different pas dos forinulos (79) 
o( (80) do la douxiomo Logon. 

Lorsquo la surface (r) no coincide pas avoc le plan dos a>, r, alors 
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?i«S 

les m its u el I', (lotcM-mmeus par lt*s equations (4o) el (/ji) on (/| 2 ), 
Mtnl. evidemmenl les projections des a ires el A==i[<(X) sn r le 
plan des .r, y. 

La IbrimiJe ( 3 \) domic lieu ii ties reinarquo.s semblablcs a relies <jur 
nous avons failcs dans la deuxieino Loon it sui* la formula (Bo). Ainsi, 
par oxomplo, si le* eourbes rcpresenlees, dans le plan ties x, y, par les 
equations ( 38) et (3()), se eoupcnt rn deux points difibrenls, et si 1 ’on 
suppose que, dans la formule (3'|), .r„, X dcsignenl les abscisses de 
res monies points, la surface A sera cello dent la projoclion 11 sur le 
plan des x, y so reduil a I’aire comprise enl.ro les deux eourbes, el 
par consequent die sera renferimje outre les deux surfaci's rylindriqurs 
qui onl pour bases les deux eourbes dont il s’agit. II on serail encore 
de memo si les deux eourlies so Louehaient aux points qui outpour 
abscisses ,r„, X. En ell'et, il pourrait arriver que 

v=-=V 

fussenl deux valours de y I i roes d’une seule, equation 
('id) H>r, y) ~ o 

proper a re presen lei* line eourbe fermec de loutes parts. Alors il sufii- 
rait de reniplaeei* .r„ el X par la plus grande el la plus petite des 
abscisses qui correspondent auxdifforcnls points de la eourbe pour (pie 
I aire A, determiner par la fonnuIe(3/|), fCilprocisemenl I’aire mesurer 
sur la sui'iace (i), et re ii former dans I'interimii* de la eourbe suivanl 
laquellr cello surface est coupce par la surface cvliiidrique que repre- 
senlo [’equation (/j’3). 

Si, a la surface (i), on substiluait une surface ferinee qui no put clre 
cmipoe qu’en deux points par une socanto quelconque parallel© ii I’axe 
des s, alors, pour deduire do la formulo (34) l’aire totalo de cette nnn- 
velle surlcice, il suffirait de fairc coin cider liquation (43)avec celle 
qui represen to rail la surface cyliiulrique cireonscrile ii la nouvolle. sur- 
face ot engendrer par une droitc parallolc ii 1’axo dos c, puis do partagor 
1 airc doinaucleo on deux auLres aires limitccs par la courbo qui serail 



lo I i c' n gbomeLriquc des points rommiins a la surface cyli mlriqur et ii 
In surface ibrnioe. I> plus ordinairemenl, les points dont il s’agil, no 
didercront pas do coux pour losquols lo plan tangent a la surface forme, e 
dovionl parallelo a i’axo (less, el par consequent la surface eylindrique 
ei-dossus montionnbo sera represen lee, par Poqnalion 


on 


COST ~ u 


til) 


I 

\/ 1 J)' 1 -h fi- 


zz. O, 


Noun moms, le conlraire pourrait avoir lieu si les sections lailes dans 
la surface fcrmdo par do s plans paralleles ii I’axe des - olfraient des 
points saillauts on des points de robronssomont. Ajoutons (pie, dans 
Phypotboso admise, Poqnalion de. la surface fermee* Iburnira pour 
(“lia(|ue. valour do x deux valours positives do soct, quo Ton de.vra 
substiliier Pune apres I’aulre dans la formule (3/|), afin d’oblenir les 
deux aires dont la sommo sera equivalente a Pairo e.herehoe. 

II ('st. encore essential ([’observer <jue les Ibrnmles (3/j) el ( V-i) 
subsisted! dans le eas memo oil cliaeune des Ibnelions 


jo--- f(.r), y^P(.r) 

eliaiigorait. tie forme avec Pabseisse x % do. manioro a representor sucees- 
sivomenl, non pas Pordonndo d’uno emirbo, inais les ordonnoos de 
plusiours enurhes on memo do plusiours droiles tracers a la suite les 
lines des auLros dans le plan des x,y. Ainsi l’on pourrail deduire de la 
Ibrnuile (34) Pairo inesuroe stir la surface (r) et renlernice dans Pin- 
leriour d’un prismo qui a mail pour base un polygono convexe trace 
dans lo plan des x, y. 

(uoneovons onlin quo la projection do Pairo A sur le plan des x,y, 
oYsl-a-dirc la surface U, se compose de plusiours parlies (ellemenl 
disposees (juo la section Iineaire faite dans colic surface par un plan 
porpondioulaire a I’axe des x et corresjiondanl. a 1 abscisses se loans- 
Inrnic on un systemo de plusiours longueurs distinctes les ones des 
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aulivs, el comprises, la premiere (Mitre deux lignes donneos, la deuxieine 
outre deux autres lignes, etc. Alors, pour determiner lain* A, il sui'fira 
do la partagor on plusleurs parties donl ehaeuno puisse etro caleuleo 
ii (aide de la fbnmile (Sop. Supposons, pour fixer les idees, <pi<‘ les 
quantiles 

(eO J J'u J 2 > „V.M •••» 

rangers par ordre de grandeur, soient des (bnctions de x propres a 
[■('presenter eonsLimmont, on Ire les liniiles x = ^ 0 , x ~ X, les ordna- 
nces des diverses lignes qui coinprennent entre elles les di Hercules 
parties do l’aire U. On parlugnra I’niro Aon a u tan l do parties eorros- 
pondantes, lesquelles, en verlii cle la formule ('i'l'h seront mesurees 
par les inlegralus doubles 

(40 l ( seer dy dx, I ( seer dydx, .... 

- >n *\l„ "V, ' 


el, en ajoutant Unites ees inldgrales, on obliendra la valour do A. On 
aura done 






A = 


seer dy dx -+• 


A /Oi 


seer dy dx 




ou, ee qui revient au memo, 

(4*0 A - ~J ' ^ ^ seer dy -+ - jf seer dy-y...^ dx. 


Dims la memo hypothesis hi projection do Pairc A, ou la surface U, 
sera evidemment determiner par t’equalion 


C -*9 > 


U — 


dy -y j' dyy-. 



(jite I 'on pout reduire a 


<: \i.Ctil. I NT Kli H A L. 


rl tjii i •.‘iH’t'onlt' a\oo la inrimih 1 ( Ho") do la doimt'ino I.00011, dans It' ras 
nii i’on \ *u l*>l i I n t* la mi I rti r »li* /(■>') lirdo do I 'r<|iinl ion (io’I). 

I'.nmnins { '!{)('( ('|H) deviondraionl inoxaolos, s’il s’a^issaif 
1 1 7’\ aluri’ I’aire nunpriso dims tin ronlmii* (|iti'lrnn(|ti(‘ stir tun* surlaoo 
mn nii! ido rn pi n si i’ nr’' (minis partlos droilos paralloles it I’axo dos 5. 
M:m. .il«*rs, par dos prooddos nnnlnsurs it oolui don I nous avnns fail 
ti .,,i t |i. 1 ( 1 ) 1 , on drnnn|msriail I'iiiiv domandoo on p! nsir urs aulrcs 
tluiil oliamno potmai! oho l;n a i Irnion ( di'-l < i rm i n t'*c» a I’aidi' do la for- 
mull' \ 'it t'li ( '|H ). 

ii imiis i’i "» 1 1 * » ino ii ( ri* r <|ii<dc| nos a|i|dit'alions do oesindtnos IhriniiloH. 

.Vno* ohsri'MTtnis d’alinrd tpio 1'nii a, on vorlu do la Inrmnlo ( i/| ) do 
J.i \inpl Ii nisidtno l.ornn do Citlcttf itjhiitrsi/nal, 


, \ 

I soo ; </> { N 


»«) s «’ , o/. 


i tloM^nanl uno c 

I ;i n p If : , lainlis 


pianlild ninvonno onlro los divorsos valours ([in 1 roonil 
tjno v \ario onlro It's limiles r„, I’oln post', on 


I m ii rru inniplanor I Vm| ual ion ( I'|) par la suivunlo : ^ 


V 



*•„> s do./t/.o, 


, mi'., i'ii ii miii I .''Kill'll ii III r.ii'iiiiili'l.ri) 'll' 111 vinul-lmisii' Ij'i.'im <li- 

Otlriil nil Ironwra dolinilivoiuoiil 




V sooT I O' OuW.f 

* 9 M 

on, oo (flit rovionl an mdnio, 


1 1 1 


A UsooTi 


r <I, -.|- iiiiiiI mil' imivi'iiiii' i-nlff Ira Siv.-IWH viili'iirs ill' / <|m 

i.i i ui 1 Iliv.'i's.'s vuli'iiiM II,' ,1', I'l imr iwp 

| (N ,| iv , i iii'l i iiiiisiiurt ill' In Siii'liin. A |,iii' I'iiPIx'iS i " 1 I' 1111 
,|,s,, v. I!" i„„„' mi ii.'.H.IV.II p«.n.lr.. pour plan 1111 l’ l,m 



V7-2 VPPUCATJONS DU OALCUL INFINITIES I AI A L. 
qiiolronquo, il ost elair quo la fornnile (jj) culrahic la proposition 
^ u i van ti' : 

Tii in mu' mi: II. — Le rapport cnlre lino surface courbe el sa projection 
sur an plan (pie Icon (pie esl une moyenne cnlre les secanl.es des diverses 
ineluunsom de la surface par rapport au plan don l il s' a pit. 

Celle proposilion pourrait etre laci lemon t deduile (In premier Ihoo- 
remo. Jin ollbt, si Ion decompose la surface, domioe at sa projection 
ini elements eorrospondanlsdonlehacun ail des dimensions Ires peliles, 
on rone I ura d’une formule comma el du Iheoreine I <pie le rapporl 
outre la surface courbe el sa projection esl. une moyenne cnlre les 
rapports qu’on obtient Iorsqu’on divise les divers elements de la surface 
courbe par leurs projections respoctives, et quo par suite ee rapporl 
esl de la forme 

i 

cosT h- I ’ 

I represenlanl une moyenne entre les diverses valours doT calenlees 
pom 1 les divers elements, el I une quantile Ires polite. Or, cede eonelu- 
.sion devanl subsister taiidis (fue les dimensions des elements id la 
quantile I decroissent et s’approcbenl de la limi to zero, il esl elair quo 
le rapporl de la surface courbe h sa projection doit se reduire a une 
quantile de la forme ~~ = secT. 

Lorsque rinelinaison t devient constanle on pent, dans la for- 
mule ( o | ) mi (48'), laire passer le lactcur scot; on dehors des deux 
signes ({’integration rchUifs aux variables y eta?, et I’on lire de nolle 
formule, comparer ii liquation ou (5o), 

A = U secT. 

On pent done enoncer la proposition suivante : 

InrontMi: HI. — Lorsqu une surface a dans lous ses points la mi 1 me 
mclmaison par rapporl au plan des x, y, une aire mesuree sur ce.lle 
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surface csi er/uivalente an prodiut dc sa projection sur le plan des x, y 
par la seen n l e. de l ' inclina ison . 

(’.('Hr proposition, quo Lon pent, dednire dircclcmcnt, cl sans calrul, 
(In Ibeoromo II, no dill ore pas, lorsquo la surface domuV osl piano* do 
la proposition dejii enoneoo a la pai»o .^79 iluTomo I. Kilo os( d'aillcur* 
applicable a hi> <|iiiid rain i*(» do pi usicmrs surfaces courbcs, par oxomplo 
a revaluation (rune a in* mcsnroc sur la surface d’un 0,6110 droit qui 
aurait pour base tin oorolo tract* dans Io plan dos.r, r, ol pour axo. uni* 
parallclo a l’axo dos Supposons, pmirlixer los id tics, quo I’airo don I 
il s’apjil so rod u iso a cello du trone do com* qui a pour base dps ocrclcs 
doer its avoc los rayons /•„ ot R. La surface II sera la diHorcncr onlro 
los stirlaocs do cos deux o.orodos. On aura done 

(33 ) 11 ■ • tcR 2 -- 7T /’y -- n(U a - - r-) 

ol, par stiilo, 

A -- U SC't’T --- 7t ( It 2 — r] ) SOOT, 


on, 00 qui revionl an incmc, 


(6/1) 




Or, I’apolheme tin trone. do 00110, avail t pour projection sur lo plan 
dos a?, y la <1 i Hortuirt* 11 -• onlro los rayons dos doux corelos! ol 
formant I’antfle n avee Io plan horizontal, ost dvidoinniont roprcsonlo 
par lo prod nil (U — r 0 ) soot, tandis quo aicU ol ^ ir /•„ ropro.sonlonl 
los eirconforonoos dos doux condos. Par consequent, la Ibrnudo (.> 4 ) 
nous raiuene ii line proposition tlojii connuo, ot donl voioi I’enonee : 

TnKOUKMi’, IV, — Si I’ on coupe tin c&ne droit el a hose eireulaire par 
deux plans pe.rpendic.ulaire.s a son. axe, la surface du trone de cone 
renferme, c/ilre ces deux plans sera df/nivalmte an predial de son apo- 
themc par la demi-somme des circonfdrcnces des bases. 

Corollaire. — Si lo plan do la plus petite base vionl a passer par lo 

OJiimrs tie 6’.-S 11, l. V. 1)0 
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"UtmtU'l du I'Hh' !»;!'.«• <li‘.|i.n .uh . 1 , .1 li nil.., >!>'!• imiinr ji 

ll’ f ln*( 1 1*1* IIH* l|lll |l l*i*i "i*i 1 1* m*| .1 (Hi' 1 l »• * I n » * 1 1 1 li Mitfn . , '/,H\ ,f{, f, 

<( It i uunhc tin (itth/tiii ,h / itjioihi m fhii t\t . . !>“<■, >. /■ , ! i /-,/», , 

l,nis<jiif' I V a (| i i;i I inn i i i m* i in I it 1 1 ;i l,i iii) Hi' 1 


"li. i'll (I iuilrc'i lenni's, I « i t j 1 1 1 * i.i uil.m i i > < irdml ,i um .ml." 
li Illicit] tic <l"li I i;i ••rncr.ili in* " .( ji.m .iUi*)*' .• i'.m* dr > , ,<n 

i »<" M-l . \ I ' | ' | 

Alni's, sir;’ I'flllll liillt'lhHI dr l.t n-nlr \,iiufd< i, mi j.. ill , (nr 
dans III (Wmilli 1 ( \ j i I'iu li’j'i ill inn irliilivr .i * , « i l‘mi h.um* .mi i 


(•'7 1 j ; <h • \ i i'll 

* N 

< :,s ) \ j A » 

Dain In niniir liVjinllwnr, mi IiitimiI I., I, 


■ !, 

On |MMil aisriiiciii, n 1’iiiilr dr n*s dniiinm Iniiniii. .I. h i m i n. i nii<> 
iiin 1 A iiii’Mirrc sur In mii*I;hv d’im nlimlir dimt. n | *..n , r \\ 

l ,i|l ' ,,r,lll,,r ' , ">ii|irisc rill it ilrii \ ••iMirnih I dni\ . .mi hr. 

(hills dr* (dims j.aiallHm an |da,i d« . , . . d l.mdr.i 
M ‘^’ <lsrr ‘I 111 '* h l*‘H innl,. ( ‘di i. ,*„ .-I V .,«■ iV*«|i„ .ml a d.n 
lilm ninslmilcs, c*| I'on ii n . n , ftirn, nlc 

(,ln) V /'‘ivri/i . 

1 l , 

ll'itilli'iii's, V ,'\|ir |,i m it l,-. |v 

l ,lllS ' l ’ il "' liMI ' is "" * 'I'* I" -ni'ImT . vliii,l,i,|„ t . pi,,,, 

■N'S .«•. V, n'lillllll ll II I it rllH-,,. ,,nr | , jiirliu;tii,t,i 1 |iur r;<|>|ii>rl n I/iiv 
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di's r t dr hi 
I’inlr^rnlr 


c*o n rlu* < 1 1 li scrl dr liasr an rvl i mlri* dims Ir jiljin drs ,v, r, 



srcr d.e 


rrprrsrnlrra r\ idcinmrnl Carr S rnmplr snr rrllr rniirbr, on sin* imo 
•'oil rh( i rmlrmirr, dans nn plan parallrlr an plan des r, s, rnlrr li's 
p/mrralrirrs donnrrs. On ponl dour rnnnrrr la proposition suivanlr : 

TnfioiihiK \’. • Ifairc tnesuree, sur la surface d'un evlind/e droit, 

c/t/rc dru.r generatrices el dcu.v courhcs renferntees dans des plans 
paral/eles aa plan de la base , est ei/uivalente an produit de la distance 
cnlir ees dear plans pur l' are re n ferine sar fane des courhcs cut re les 
dear generatrices. 

A la vrrilr, la drinonslrnlion ipio nous avons donnre dn llumrrinr V 
nVsl immrdinleincnl appliraldr <| u ’an \ sniTarrs rvlindriipirs dotil las 
rijiialimis soul srinldaldrs ii I’ripialion ( 'll), rVsl-h-dirr a drs snrlarrs 
r Y I i ml ri t| ii rs ijiir rhaipir parallrlr ii I’axr drs s rrnronlrr rn (in srnl 
point. i\lais, pour rlrndrr Ir inriiir llirorrmr a drsairrs mrsurrrs snr 
drs rylindrrs <f mils dr Idrinr (pirlrompir, i! snllirn dr parla^rr r,rllrs-ri 
rn plnsirni's porlioiis dnnl rharunr soil rrnfrrmrr rnlrr dnix ftrnr- 
ralrirrs ronvrnalilrmrnl rhoisics. Kn rnnsr(|iirnrr, nn pnurra rnnnrrr 
rrllr nnuvrllr proposilion : 

Tiii.oimMi'. VI. • If aire ntesunlr . sur tine surface ry/indritpie i/ui a pour 
base une rourbe fern tee, entre dear plans perprnilie.it la ires au.v genera- 
trices, esl le produit de la distance, entre. ees dear plans par (e peri/net ri- 
de sa base. 


Consiilrmns niainlrnanl 
IV'ijimliun 


la siirlhrr dit rvlmdrr ilroil rr.prrsrnlb par 


( 0 1 ) r* ILr I c 5 . o, 

rl rhrrrhonsjn parlir dr rrllr surlar.n <jni rsl rrnfrrmrr dans I’inln- 
rirur dr la spInVr drrrilr dr I’ori^inr rommr rrnlrr avrr Ir rayon H. 
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Cello sphere, don L im rayon coincide avrc mi diamblre dti rondo, qui 
sort do basoau oylindro dans Jo plan dos x, y, oL dont. I’equation osl 

( Gi ) x 2 -t- ) 1 -i- z 2 — II’) 


oonpo !r cylinder suivant line courbe qui a pour projection stir in plan 
dos x t y la paraboie 

(03) — x ). 

Or, coniine los deux valours do y Iburnics par [’equation (G3) son ( 
respoctivcmonl 

(b'o y - — v/nrrr^r), 

il resullc ev'idemmont do la fornudo ( 08 ) quo rain* niosuroe stir In 
surlaoo cylindriquc du cole dos s' positives, ot limilbo par lit oourbo. 
il intersection du oylindro avoc la sphere, osl equivalent!* it rinlbgralr 

/.'« 

( 1:1(2 > / a y/U ( II — x ) soot f/.r, 


7 designant I’inelinaison do la suiTace cylindriquc, au point don I 
I’aliscisso ost x, par rapport an plan dos y. D’aillours, la sooanlt* 
do oo tie inclinaisnn sera donneo par la formulo (56 ), si I’on prond 
pour /(a?) la valour positive do s tireo do l’equalion (^ (> i) , savoir, 


t«7) 

On aura done 
(68) sec 


z ~ y/ tl x — x 1 . 


6 cr= ^/i + U 1 L._£K — 


‘It 


l\x 


V/H 


ot par suite 1 integral!* (GG) deviondra 


( 69 ) 



alp. 


lin iloublant celto ilcrnicVc quantile, on obliendra I’aire A 


1 n os u rot! sur 


CMA'AJL l NTH (ill a L M7 

la surface <\vliiult*iquo el dans I’inler'iour do la sphere, non souleinoul 
do 00(0 dos z positives, mais encore du (*0(0 dos s nc^alives; el I’on 
Irouvera ain si 


( 7 f >) 


\ IV. 


Si I’on rhorchail la portion do la surface do la sphere comprise dans 
Piulmonr du eylindre <lu eoledesp' positives «*( du cole des z positives, 
il landrail recoiirir a la form life O']). el poser dans cello formula 

o, ,»v \/ll ( It -- .r), V \ / H J --~4. 

Ajoulons quo, si 1*011 diHeronlio I’equal'ion do la sphere, r par rapporl 
a x, clen consideranl 3 connin' Idnetion de. a 1 ; •>/* par rapporf ii ( r, <>1 en 
consideranl c commo function do r, on en I i rera 


,V - 1-3 - 0 , 

().V 


y + 


O’. 

Oy 


P 


<)3 

<).U 


.V 


<)z 

Of 


cl «f 11*011 consequence la valour do soot dolormineo par Ja formule (at) 
devra el re red 11 i to ii 


( 7 «) 


/ ,r* It It 

seer — - t / 1 I -I- --- _ 

V -* - * \/\V 


(ieln pose, on (rouvera pour l*airo demandec 

,.H , /il* - I * 
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Il / / - dy fh', 

. 4«. MU VW*--* 1 - /' 


On aura d’ailleurs tfencralenienl 


J 


Oy 


V/l< a — f 


arc sin 


\/\i* 


0 dosignanl. mu* quantile indopendanto day, el. par suile. 


t!y it , / l! \ 

I -- - — are sm b — 


am cos 


It 1- .<■ 
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APPLICATIONS DU OALCUL INFINITES I M A L. 
Done l’airo domandeo sera Aqu ivalon to a i’integralo simple 




1! 1 ,MBoa (ic" * } ,/x - 


Pour dvaluer eolte memo inlbgralo, il sulli t do lain* 


,v =r arc cos 


n 


( " / ' 1 ^U + l 

mi, co ijui reviont an memo, 

(■jo) .r -= R lanp'-.v. 

Alors on ollrt on trouvo 


/ arc ’ (U "/ * dX = S ' r -/ * * *' ~ lt ,/ (si's-* ~ ' ) ,f ' 

= (.r -H 11 ) .? — lltang.9 ~i- const. 


ot, par suite, 

W 


“/ »™co.( ir A_) 1 ri» = (|-«)H*. 


tin (1 ouMant cello dernicro qtianlitc, on obtiondra la portion do la sur- 
face spherique interceptor par lo cylindrc du cold dos y positives, el 
oorrespoiulant a des valours, soil positives, suit negatives, do I’ordon- 
noe z. Done, si Ton designe par A la portion do surface donl il s’agif , 
on aura 


(77) A-(u-a)Il* = (i,i4i5...)lt». 

Concovons encore qu’aprds avoir trace dans lo plan dos ,v, y 11 no 
eourbe roprdsenlee par I’equation 

W 7' =/(■»)* 

on fasso tournor cctte eourbe autour do 1’axe des x. J5I Ic engendrora 
uno surface do revolution dont I’equation sera 


(79) 


4- «»=[/(*)]■ 
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(voir f. 1 , p. 3 j 8 ); cl la portion <lc redo. surface situoe du cole (loss 
posilivos cnlrc deux plans porpondiculaires a I’axo dos x sera |"on 
vorlii do la (orinulo ( 3 /j)] oxpritnoo par la valour nmnoriquo do I’inle- 
pp'alo double 

a ,.roi 

/ sc v?dy(Lr, 

*■' -•/(«) 



pourvu quo l*on dosi^no par .r„, X los abscisses correspondant au\ 
deux plans donnds, ot quo la Ibnolion /(a) no oliango pas do signo 
onlro los limilos x -- ,r„, x ~ X. Quant a la valour do see?, olio so 
doduiru dos equations (21) (‘1(79); of eomino la dornioro do 0,0s bqua- 
l in ns, diNereulioo suoo.ossivonionl par rapport a ,r ot par rapport a v, 
donnera 


t , - = ZL r '(iL> , y = - ^ __ <j_ y 


t)z r 


on aura evidonunont 
( 8i) soot ' ■ 1 1 -1- 

I - 3 - W i v/LA-o )! 9 -/ 1 

D’ailleurs on reeonnailra faoilomont : i ( * quo la valour nmnoriquo. do 
Pin Locale 

fl.V 

-A/(o\/|,/GO? — .r 2 

so ruduit loujours an nombro it; quo la valour iiumeriqur du 
prod nil 

/WV^L/'WP 

osl prdoisomont la normalo N do la oourbo (78). Kn consequence Pin- 
logralo (80) j)ourra dtro reduito a 


7 V / N (/X. 


K11 doublanl eeile-ei, on obtiondra Paire totalo comprise sue la surface d< 
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revolution nitre Irs deux plans qui correspondent anx abscisses ,r„, \. 
Dour, si Don designe par A I’aire. don! il s’agil, on aura 

(So) N f/.r, 

La fonnule ( 82) riant ainsi demon live pour le ras oil la fnnelion/’(.r) 
conserve ron slam inrnl Ir intime signe ontre les lin)ilosa? 0 , X, il su Hi rat I, 
pour rtilablir dans le eas ronlraire, de partaker I’aire A en [>1 usic.urs 
parties rorrespondant aux diverses portions de la courbe (78) qui soul 
si t lines de pari et d'aulrc de I’axe des ,r. (Ihacune de cos parlies serait 
encore le produit du nombre 27: par line, integrate seinblable. ii cello 
(pie renlenne l'ccjnalion (82), niais prise enlre des limites dide.renles; 
( i l en ajoulanl les nouvelles inlograles, on trouverail, pour sonmie 

j N dx. 


Au reste, on pent deinonlrer direetement une- ibrimile qui eoniprend 
J’equation (82), it I’aide des considerations suivantes. 

Soil '^{x) I’aire mesurcc sur la surface de revolution (79) enlre 
deux plans fixes qui, passant, par I’axe des x t eomprenncnl entre eux 
fangle 9, el deux plans pcrptmdiculaires ii eel axe, qui correspondent, 
le premier ii I’abscisse conslante cr 0 , le second ii I’abscisse variable ,r. 


Coneevons d’ailleurs quo I*on designe par ^ non plus Fin cl i liaison de 
la surface (79) au point r, 5) par rapport au plan des x, y t niais 
I’mclinaison de la courbc (78), au point dont x est 1 ’abscisse, par 
rapport ii Paxc des x. Si Ion altribue. ii la variable x 1 ’accroissemen I Ires 
petit Ao.*, Paecroisscnient corrcspondant de I’aire ']'(>), savoir, A^(.r), 
sera une petite portion de surface dont I’inclinaison par rapport an 
plan des y, z restera sensiblcnient la nicme on tous les points e.t dido- 


rera tres peu de ^ —7;,. Done, cn Yortu du theoremo II, le rapport 
qu’on obtiemlra en divisanl cello portion de surface par sa projection 


sur le plan des y, z di fferera tres pen de seef- — ^ = — • Or la 

\'2 / SHIT 
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projection donl ii s’atfil sera cvidrmincnl hi dill'cronce rulro los s n r- 
fnecs dcs deux scoloiirs rireulaircs quo Iraeoraieitl dcs rayons 
t'*<| n i valcn I s aux onlonneos^' cl, y i-Ay do la eotirbe ^t’iicralricc r u 
dee.rivnnl lan^le o anlour do l*ori^> im*. Celle projection sera done rc- 
prcsenlec par 


9 0- -I 


A>'f - ;. r " .>'¥ (' i *}.); 


•online on aura sensiblemeiil 


A »■ <Iy 

i, ;i,r l ' li,ll " 1r ' 

on pmirra red u ire I'expression (<Sd) ii la lonm* 

(iS / |) i ,)*9 laiif^r A.r(i i /), 

/ desi^nanl une quaulilc Ires pdilc. Ola pose, i! sullira, pour olilenir 
I’aire A ^(.e), do miilliplier ('expression ^H'i) par mi liieleiir Ires pen 

dillerenl do On aura done. 

Af- -vJ^V.U I A' , 

ou, ee <|ui revienl au nioine, 

T' 

I dcsitfiinnl oneoro uuo qiiniililo Iros pelile; el I'ou on eoneliira, on 
faisanl e,on verier A.r vers zero, 

C S( ») '*.)*¥ aeer. 

Si dans cello derniere Ibrimilc on subsidin' au prod nil '..rser-; la 
longueur ((u’il ropiTsrnlo, oVsl-a-dire la norinale N do la eoiirbe j*cne~ 
ralriee, on aura simplenienl 


Oluwip* tip S, II, I. V, 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
puis, an integrant Pbqualion (87 ) ii partir do cc ~~ .r„, on Iron vara 

(«8) <|/(.r) -- 0 / N dx. 

«•' r tl 

Si Ton void cvalncr Pain* engendrae par la ravolulion aomplala do I’aro 
masuro sin* la coiirho (78; enlro los points <|iii onl pour abscissas .r„ 
el X, il laudra snpposcr dans la fonmilo (88) o — 2~. Alors on oblian- 
dra Paq nation 

t 1 

( 8<j ) ( .r ) r- •>. 7T ^ N ct.r, 

([in pout elro ramplaeea, (juand y roslo posilivo, par I’uno <[iiuloon<|uo 
dcs sui^ anlos : 

(90) .rsoCTr/o-, 

*• »‘o 

(<)IJ ^(.r) = ar: f j'/l + j' J cl.r. 

1 * (i 

Ajoutnns (pie si dans la formula (89) on post* 9=- 27;, <dla fournira 
pour Taira A ^(X) la maim* valour quo Pbqualion (82). 

II asl bon dobsarvar quo Pairo A^(.r) dblarminba par la for- 
mula (80) dilluro Iras pan do Pairo ± t )'o soot A.r masuraa sur la surface 
du Irone da ebna qua deceit, on lournant aulour da Paxo das.i;, la petite 
longueur see ': Ax aompteo sur la droilo qui louche la aourbo (78)1111 
point (x,y); o’esl-a-dire quo la rapport outre Pairo Atp(.r) aL Pairo du 
Iron c do cone dilfere Iras pen do Punila. 

Appliquons maiiiLenant les formulas (82), (89), ate. a qualquos 
axamplas. 

Example / . — Si la courbo (78) sc transformo an uno droilo monbo 
para lie lenient ii Paxo das a; jiar un point si tub ii la dislanco 11 do co 
maim' axa, A roprcsentcra la surface latbralc (Pun cylindro on gen <1 re 
par la revolution do cette droilo autour do Paxo, oldonl la hauteur sera 
prbcisbmcnt X — x 0 . Commo on aura d’aillours N =- R, on tirora do 



I’cqualion (82^ 
( 9 » ) 


A r- ^TT 1\(X — >r„). 


II resullc tin colic dcrniere lorimiln qnc la surface lalerafed’im cylindre 
final a base circulaire est le produh de la hauteur cl a cylindre par la cir~ 
conference de. sa base. Otic proposition bien connin' csl d’ailleuis com- 
prise, com mo. cus pai'lieulior, (bins In theorenic VI. 

Exempli 1 II. -- Si In courbc (78) coincide aver nno eirroidbrenec’ do 
ocrole donl lc rayon soil egal h R cl donl lo centre soil siluc sm* I'axe 
dos x, la vab'iir d(‘ A determiner par la lorimilc (82 ) represenlera baire 
d’line zone spherique qui aura pour haulourX -- x 0 . De plus, on trmi- 
vera encore N---R, cl. par consequent [’equation (,82') si* reduira, 
comma dans [’exempli 1 precedent, a lafortmdc (92). Or on oonelura 
de colic Ibruuile ({lie, pour obtenir la surface, d'une zone spheru/ue . tl 
sufjil de. multiplier la hauteur de la zone par la c.irconfercnce, d’tin grand 
rerc/e. (Idle dcrniere proposition csl. line de relies quo Ton (lemonin’ 
dans les (dements de geometric. Lorsque la liauleur de la zone devioit! 
ngale an ilianictrc de la sphere sur laquelle cette zone est tracer, la pro- 
position qu’on vient de rappeler determine 1’aire totale de la splicer, e! 
Toil poeminail ainsi que la surface de la sphere eijuivaut a (piatrefois la 
surface d’ im grand cercle. 

Example 111 . — Coneevons qne la courbc (78) coincide avec I’cllipse 
(pii a pour axes les longueurs za, zb, et (pii est representee par 
I’equalion 


La Ibrniule (79), reduile ii 


(f/O 


O ’ 2 

— r H- 
a- 


1 - - 4 - Z' 

~1T- 


1, 


represenlera un (dlipsoide de revolution, cl Ton trouvera 
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'iH'i 

Si I'mii s|i|i|iti^r il'iiilirm . >t h, mu .tin i, i t< } ,, ,, |, ,, }' ( <Mj 

Inrilr ill' I'.'lhii ■»', 

f 1 1 1 1 <- 1 \ ' 

par Miih*. I;i \ali’ur <lr \ »!*•% i« u.li.i 

l-i'" N 1 \ > 


Ilnur iilnr*. (ill lima ilr I’rijiial mu . i- 


(ll', m M'llM i|r |,| r<l||i||||r t • M i .|. liMi ||(. | i , f„ s.sm.Jih! 

S 

■ ■ 

rxpriliirra laiir rninpii-r inlic I. > > i . i > • 1 1 1 j, dp 

il a, ilaii'i I 'r 1 1 1 ] i „• ili.nl l*i .jii.h .,11 

“i'll *'* ‘ ’ , 

a* /< 

I'l ‘I'HlI li'h asr>, ( rr|H r.rnl«'*‘» ji.ir !«••. I.»u, m* iii , •' . </., |lt „j , * ft „ , v , ( 

suivaiil Im. miMiii',. ilruili". ipir «ru\ .!«• lYlhj. , i ftkt , t p 

Ini'iiuilr («)•; im I lanina r\ nirmiiiuii la pp.p„ . , m . m h 

I ill 0111 Mt: Ml. St l tin /, III fnmim itt„ .utUnti «i. unit, 

tl.rr. hf Mttfttrr ifa in :onr uu;, m/m jntr fa 

rflifisrsmt Ir jinifait tin nninfa, V, juu fa nn f,n , /,*/./,/•»■ 

tfin nnfruuri uni (r\ t/rur faiu\ ,fa /,, ,/, #m fj/ll 

/n// tlnfaiht ,/r fa imuifarr rn Jununt • ifam /. m ■ ./*#♦,« mi, 

1 ‘fljipn/i imr/M' i/r I r ii'i'/it/inlc. 


t,m‘.sqiu< lit 1 1 il II f i*il )' clr lii /lint, nimndr .»\r> |r jM.mil .*V< 
,|nn,HV « 1,1 H'tit.rinn.. pirmlnit .lr|.*rmiur l\mr t|.< 


«lr I rlllji a 
IVMip .miiIi 
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do i'«vol ulion ; ol l’on trouve pour la valour de cello aire, on ay an l 
egard aux formulos do la page 435, 

/ \ , ,, ah nz 

( ' <»o > A — 1 7: b- i. r. — arc tang: - 

Si 1’on snpposail a < It, on aurail, on designanl loujours par £ IV.xcou- 
Irioilo do IV.llipso (<)3), 

( i « i ) _ bz = \fb 1 — a 1 


ol, par suite, 

(IO'0 


\ ^1 £ / aS 

1 « 2 \/ b't* 


+ .i- 5 


Done alors on lirorail. do Tcqualion (8 :i) 


I oil) 


^•”4'./ \/ik' + v,,u ’' 


Or, on vorlu do la Ibrnuilo (3o) do la deuxiemo Locon, lo produit 
(I o',) 


It* c f / (I s . , 


exprimera cvideminont I’airo comprise cnlrc les ordnances corrcspon- 
dan(. aux abscisses .r 0 , X, dans I’hyporbolo donl I’equalion sera 


y 2 /; 2 s 2 .r 9 

(I °r,) T/ 2 ” 1 

el. donlles axes, roprosenlcs par los longueurs a£-> a A, scroll! dirigos 

suivant b's memos droiles (pic coux do I’ellipsc donncc. Oil pen l done 
ononcer la proposition suivantc : 

Tmtouta VIII. — Si Von fail lourncr line ellipse autour de son petit 
axe , la surface de la zone engendree par la revolution d an arc de celle. 
ellipse sera le produit dtt nombre tc par la surface comprise enlre les deux 
plans (jui renfcrincronl les deux bases de la zone dans line hyperbole 
donl V axe reel coincident prdciseme.nl avec le petit axede l ellipse , el donl 
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le second axe sera equivalent an cat re du grand axe de 1 ' ellipse divtse 
par le cane du petit axe el par V excentricile . 

Loisqne la liauleur tie la zone coincide aver, 1(5 pelil axo '» <7 ilc* IN 1 ! 1 1 psi* 
donnoe, (hi deduit du theoremo precedent on <lc* rr*(|iia( 1011 (io’J) I'm re 
(olalo do I'ellipsoido do involution, el Ton (rouve pour la valour di l 
cello airo, on ayant cgard a la premiere formulc do la page !\ 3 d, 


f 1 of* > 


. , , rxr . 1 -+- s 

A ~ - -/ * 

1 i — z 


Exempt? IV. — (Ion revolts quo lacourbo ^78 ) coincide avoo I’hyper- 
bolc ropresonloo par l’mio dos equations 


( 107 ) 
1 108 1 


.r- 1 - 

“ Ip 


.) 3 x 1 
b l a- ~ ' ' 


La lonmilo (791, redmte a I’nno. dos suivanles, 

” 2 y*+ - 2 


0 oy j 
(noi 


r/’ 


lr 




,i'- -+- ,r 2 _ 

~~b l ~ 


roprosenlera mi liyperboloide do revolution a deux nappes dislinolos on 
a line soulo nappe, ol 1’on trouvera 

/> r / ;,2 \ -f A 

(IM) 


t> r. 

( ip\ 

- 

-u 

V 1 h a 1 ) 

x- — <f 2 


D’ailleurs, m I’uii tail, pour abrcger, 

(ii'O at — Ja l -t- b 1 , 

la valour do N doviondra 


t 1 1 3 ) N — -\/e 2 .r-~ a-. 

a 

Done (’equation ('82 ) don n era 
1 1 1 4 ) ^ = ™~l \/ xi +Ti { l J '' 
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Or, on vortu do la ibrinulo ( 3 o) do la dotixicmo Looon, Ic produit 



oxprimora I ’ai ri* comprise outre los ordonneos eorrospondant aux ab- 
scisses X, dans I'mio des hypo rboh's re prose n loos par los equations 


(Mfi) 

(• 1 7 ) 


£ J .£- 

~a r 


V 


V 

1 ? 


r r * 
" « 2 


Oulu pose, comme la constant!*, t desi^nera evidemmonl rexeonlricite 
dr J’hyporbolo (107), la Ibrinulo ( 1 1 4 ) an train oni la proposition sui- 
vanlr : 


Tiikoiikmk IX. — Si ion fail lourner une hyperbole auloitr dc son axe 
reel, la surface dc la zone engendree par la revolution d’un arc de retie 
hyperbole sera !e prod it it da nombre tc par la surface comprise entre lex 
deux plans qui renfermeront las deux bases da la zone dam une seconde 
hyperbole que ion deduira dc la premiere on faisant de'eroitre iaxe reel 
dans an rapport inverse dc iexcen Incite. 

Example V, — Goncevons quo la eourbo (78) coincide avoc la pa- 
rabola 

( 118 ) yi=z‘ip(V, 

p olanL uno quantile positive, [./equation (79), rtiduilo a 
(lic>) =9 px, 

ropresonlora un paraboloide do revolution, et 1’on trouvera 
( [ 20 ) N = \/2p(C+p\ 

On a lira, par suite, 

dx=~Nd N, 

2 p P 




m 
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i*{. la formula (89) donnora 
( 1 2 1 ) 

N 0 designant la valour do N eorrespondanl a x = .-r 0 . Par consequent 
Fa ire ongondreo par la revolution complete d’un are do parabole q u i 
tournc auloitr do 1’axo do colic oourbo os(, lo tiors du produil cf n*on 
obtiont (>ii inuitipliant lo rappurL ontro lo n ombre •>.?: (‘I lo parameter 
par la diderenco ontro I(*s cubos des norm ales relatives auv deux o\tre- 
mitesdc Pare. Si 1’on suppose, on parliculicrar 0 = o, on trouvora N 0 ~p, 
ot la fornuilo (121) donnora 

( 122 ) 


Example 17. — Concovons quo la courbo (78) co'inoido avoo Pliv- 
pcrbolo 

(123) 

Inequation (79), reduite a 

('2-1) x*(y'+z >)~' 7 IP, 

a 


rcprcsrntcra uno surface du quatriemo dogro, oL I’on tirera do la for- 
inulc (go) 


(125) 


<J/(.r ) = 7 ill*r seer — 
J - 


Do plus on conclura do la fonnulo (123) 


/=- tangt: 


ot, par suite, 
H* 


i_ H s 

2 


dII *>* i 2 X 2 SUIT COST 

I ar consequent, si 1 on nonmiCT,, la valour do t eorrespondanl a x = ,r (J , 
la formula (720) donnora 


(12G) 


I w Ri , 

2 7 Tu sinr cos 2 t 
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De rol.lt* dernioro, comparer ii la for multi (44) de la premiere Logon, 
on deduil immcdialomont la proposition suivanlc : 

l,' (lire engendree par la revolution complete d’un arc do l hyper- 
bole ( i 23) tournant ant our de V axe des x esl le produit de la surface du 
dend-cercle dccrit avec le rayon H par un arc me sure sur la lo parit /unique 

(i9,y) y — e\ 

el tellemenl choisi (pie V inclinaison de la logarithmique, en c/iacun des 
points silues aux ext remit es du second arc , coincide avec I’incdinaison de 
/' hyperbole dans Van des points situes aux ext remit es du premier arc. 

Olio proposition soffit pour determiner I’aire ongontlrdo par Parc do 
Phyporbolo; oUl'aillcurs on lire do liquation ( 12 (>) combiner avoo los 
Ibnmilos do la page 4 T 4 

(128) d/(.-r) = ~ 7 tR*f-- + Mang - ~ ^ laiig, V 

Example, VII, ~ Lors(fuo la courbo ( 78 ) so redid! a la logarilhiuiqur 
reprusonleo par liquation 

* 

(J 2 p) y=e*> 

la formulo (91) domic 

r * t 

( 130) = 3 TT c" \/l -^y 1 ’ d.V. 

Do plus, on tiro do 1 ’cqualion (129) 

T 

- a" 

y a 

cl, par suite, 

' ,v 1 

dy' — ~ c“ dec, e“ lit — a- dy', 

(lela pose, la valour do <|/(a?) pout dire rodui le ii 

(131) i|»(®) = a na a 'f fi-hy^d/, 

L 'r» 

y' o designanl la valour do y' corrospondant a x — x u . Si maintenant 

G-i 


OEtivt i'S tie C. — S. 11, t. V, 
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on a cgard a uno formulc do la page 4 . 36 , on trouvera 

f\fr+y ; dy= 

1 sin r i ,i-i- sinr * 

— — h - / — — r— - -t- const., 

2 COS 7 ” 3 I — SINT 


ot la fonmile ( r 3 1 ) donnora 

(i33) <[»(*) = t - t- l tang (~ 4- ^ 


SlllTn 

cos 2 r 0 


— / Lang ( ^ + 


7T . T„ 


Example VIII. — Lorsquo la eourbo (78) so mini I ii la oliainoKo 
rrpresentee par I 'equation 


(•33) 

on IrouYC 
(•34) 


.v _ v 

a“ 4- e " 



N = ?(«- + «• i)’ 


•■f 1’on tiro do la lormulo (8 9), on supposant, pour abroger, ,r„ = o, 


(•35) 





• 4- 


Ll _2r 
c « 4 - e 11 


da', 


011, cc qui rovicnt an memo, 

(•36) iL(.c) = T.a 4 - ^ (e" — c~~“) . 

hxemple IX. — Si la courbe (78) so reduilit la oyclouln roprosonloo 
par Ic systomo dos equations 

( ,3 7) «=K(oj — siii»), y = Il( 1 — cosw) 

(roir la deuxiomc Loqou du Tome 1 ), on aura 


\/* 4- y 11 clx = jdx 1 4 - df- = 3 7 R ( I — COS U fidta 

ot 1 on tirera do la formule (91), on supposant 1’angle w run form u onlro 
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ios I i miles o, 2 it, 

1 r b ' * r M /.] 

( 1 38 ) 1 p(j;) = 2 x nl \ 2 / (1 — eosco ) 4 cL> = SjiLP f sin 1 -*/*). 

On Irouvera d’ailleurs 


8 siir 1 - = 
2 


{ S /=7 

(,) o- — c - 


I „ . 6) .3 f,) 

— I rr Sill 

V-I / 


6 sin sin 

2 2 


Cola pose, si Ton fail, pour pins do eominodile, w„=o, la valour 
do deviendra 

^ (,v ) = f\ 7tH s Q — 3 cos -h ~ cos ^ • 


(> 39 ) 


Si I’on vculoblcnir, on parlioidier, Fairn A ducrito par uno braneho do 
la cycloulo, on devra prendre, dans la Ibrmule (i 3 t)),.w = an, el Fen 
Irouvera 


04 o) 


A = - - 7r H 2 -- ~ (8 R) a . 


En lorminanl cello Goqoii nous demon Irorons deux theorem es qui 
peuvenUHro uliies dans [’evaluation dos aires mesurees sur dos surfaces 
do revolution. Si Fon fail loonier, aulour do l’axe dcs x t non plus la 
00111*1)0(78), mais cello (|iii esl represented par Fequalion 


('40 




b dbsignanl unoconslanln positive, la uonnalo do cello nouvelk* courlie 
sera Aquivalcnlc, non plus an produil 


mais an suivanl 


V'+fWlfiTW'wV' * 


En consequence il suffirado suhsl.i luci* ee dernier produil li la lollre N 
dans lo second membre do liquation (82) pouroblenir Fairociigcndree 
par la revolution complete do Fare mesurc sur la courbo (i/ji) enlre 
les points qui correspondent aux abscisses cr 0 , X; cL si Fon designe 



\ !*|* 1, 1C VTID.N > n I c V I CM. I \ I 1 M I I "*1 M U . 


«M*f it* umivolir aiiv |>.ir M. on (mmor.i 


( \ • \;J> I \ i | / < r . 

D’ilil liMHS, si I 'tin ajijirllr S Parr rumpii- i » j !*■ * »* t » I « '/H * t'lih »• 
pniuls rnm'spomianln a»\ al»s'’|ss»'s j l( , \, • «ii .(in.i, ••»« \ •** t u *!#♦ la in? 
mu I** (;)) «li* la pmoitTf l.rnui, 

S / \ i I / . > r><. 

Crln post’,, rinpmlioii ( i 'p* ) dunnci.i 

(i.'l-'l) II \ - .r,/»S. 

1’nl.l)* «li*niirir Itirmnlr niinj.mid h« lliniivim* ijur n« >u •. all*>ais r-ii.uirn : 

liliaiHiMi; \. Si / on /nit sarerwo >no nt to, am, no i#/. dr rout hr, 
\" uutour d'nn u.ve ehoisi u/hihnitrmrnl, •«“ outntu dunaie pnmlh/e 
sept ire dn premier par In distance h, In di//i it w t * nth I , » tint r nit/ net \ 
i/e revo/alinn enpendtees dans les drier /iyp„tlosn uni h ptodnu dr 
/‘•ire pr/tcruieur par In circonfctcnee ipie dnniuit an pot, a tin and 
<l,vr tMU'Httnt uuintir i/a /nemier, pouts a tnutefnis ym hs dun tints m 
reneontrenl pus /'are penerntrur el smcnt dims d mum t <Ur pn, 
rapport a eel are. 

Si, dims I i*M Pijimlimis ( i .f t ), iVp ), ( i V* C **n mopU;,ul la 
JMiHilivn b par la ronsluiili* uof'alivr . ... . 

la I’.nmlilioii 

(dd\) /, « ) ; U 

romplii' pour Ionian las Villains fit * .v ri*ii imiIh* |i*h IhihC*., e u , \, 
la snooml iiinnibm da la ionuuie (i/j'h tlt*\ irntlr. ut A at it- 

prartimlnrait, non plus I <t i rt* H, uiiiis n«Ui* airt* print' usee It* - , 
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On aura it done aloes 

(i/| 5 ) A 4 - B -- 27168, 

ot par suite on potirrait ononeor la proposition survante : 

T niton ft mj? XI. — Los mdme.s chases e/an/ posers qua dans Jo 1 hea- 
rd me X, si los deux axes de revolution soul sillies . par rapport a rare 
genera/ our, to premier d' an cdte, to. second de I' autre cdte, la so/ war des 
surfaces de revolution on gen dre.es sent le produit de l’ arc genera tour par 
la circonfcre/ioe quo. d delimit an point da second axe lour nan! nut our 
da premier . 

A Paido (Ins Iheoromes X ot XI, quo I’on poll! otendro an oas memo 
ou Pare do oourbo tlonno serai I. rencontre on plusiours points par ties 
plans per j) f* n cl i e u la i ro s a I’axo do eolation, on dotorminern sans point* 
Paire R do la zone etigendrce par an aro do o.orolo S touniant nntour 
d’un axo. Kn oflot, soit U lo rayon <1 ti cero.lo, h la dislanoo du ronlro 
a Paxo, ot II la hauteur do la zone. Conor vons d'aillours, pour lixor 
los idees, qu’un second axo, mono par lo centre du corolo parallelomnil 
a I’axo donno, no ronoonfro pas Part; S. Si Pou nomtnr A la portion do 
surface sphoriqiio engondrdo par Parc do ocrcle tounianl aulour du 
second axe, on aura, on vertu do la formulo (()?,), 

A - : TTcRir 

et, par suite, la formule ( i/j 5) on (t/|5) donnora 


(»46) 

H-n(/> S -h IUI) 

ou 


<*47) 

B “ — HU). 


Si l’arc de corole deviont egal a Ja dmni-circonforcnee, on trouvera 

11 = a It, S™ttR 


et Ies equations (i/|6), ( 1 4 7 ) » reduilosa 

(i/|8) R := 2rcR(7t6 -h alt) 

(*49) B = 'ikH(w& — alt) 



\ p iM.n. \ rm \ s im i \ i.i m imimiii|\i\i 


Inimiinml ili’ii v \;ili‘iii ‘ ilr II, *!• ot I li '*uintr, i | AH, 
I’itil'l' lolulr lie I.i <111 Hu >• ijlh 1*1111 iixiiiiiM i .»!- I in |, 

M'Cil ilr IlH'llir 1 ( 111 ' hmlt rmtllx i jin i( nn > > t,i>. , - <\ (<>u >tw<<ur , 

lUri/ui/n hi /< th'onifi f>it\ , i ii y t > fi.lt > utn yu’hi- < /'iini,. n-, 
ih urn /n't irrti'fh /nit ht i ii'n/ifi t< n< -y i / * / • u' i > r,:i>n 

<■< / n \ r. 
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QUA.TR I EME LECON. 

cunvTiJRi: dks souur.s. 


Le p rob I pm e do la oubaturo dps solidos consists a determiner le 
volume eompris sous une enveloppe dounee. Pour arrivor plus facile- 
mool, a la solution gbnerale do up probleme, nous oxaminerons d’abord 
In easou il s’agil d’ovaluer Ip volume d’un cylindre droit h base quel- 
eonquo. Dans cp oas parLioulior, la question pout ctrc immcdiatomont 
resoluo a 1’aide du then re me quo nous aliens enoncer : 

TiiicouftMU 1. — Lc volume V, comp r is dans le cylindre droit don/ 
U represent e la base cl 11 la hauteur , est equivalent au produil de cclte 
base el de cclte hauteur; en sorte quon a 

(0 v ~ nu. 

Demonstration. — Supposons Lous les points do I’cspace rapportes 
a too is axes reclangulaires des#, /, ct platjons lo cylindre do ma- 
il iorc quo, sa gonoralrico ctanl parallole a l’axe dcs le plan de sa base 
coincide aveo le plan des x, y. Conccvons d’ailleurs quo 1’on coupe le 
volume V par un plan porpcndiculairo ii l’axe des x ct corrospondant 
a Pabscisse x. Enlin soient /(#) la section lineaire faite dans la base U 
par le plan coupant, v la portion du volume Y qui sc trouYO situcc par 
rapport ace plan du cote des x negatives, et 11 la portion corrcspon- 
danlc de la base U. Si l’on attribue a x tfn accroissemonl infmiment 
j)ctit Am, le volume v rccovra un accroissemcnt analogue represente 
par Ac. Or il est facile de rcconnaitre: i° quo la hasoAu duvolumc Ac 
rostora comprise outre deux rectangles, 1’un inscrit, 1’antre cir- 


V.Hi VI' i' l.l i: \ 11 ON S III « VI. i II l\l IMII MM\| 

rmiMTil, ilonl l»-. aim* iin , ‘-iiiir )ui »!• jUM.inrl.il> ft |..i 

i * i I / * I \ . 

lit j t < I ! V , 

I. J ilrMf.iianl tl»‘U\ t j n.t it 1 1 1 • < inlimiiii ut |i>hh-.; t «|u> v-.iuun 
HTii Int-miMii*' I'lilii 1 >liiiv |i util. It |n ju »jiu mi t uni ]< 

liaiili'lir II i*( (Miiir liiiM-. Ir . 1 1 »• 1 1 v •hint iS • ,: * I |I-mi> li val 

dll V<i| II ini* ,\\‘ ‘»i*|'.t lilii' in ■ t \ i'll in* i nil.’ li , •l«uv • > 1 1 * * h . 

t \\ H{ /. i I \ 

l*i) II j /. < I . 

mi. i'll il'unUi's Iimiiii'h, mi .niu 
( ll| ft « • i J \>, 

i tlrsi ii ( mu' nmiM-lir i|ii.miilr iiiluminuit |«» i >* « » < ■« > nli 
i’l J. Si iicti ill mii;i ill <ni ill mm* |i.n ,\ i It* . 'Iimi \ Hu in l*i • . <K* l.ijiidiMi, . 
(in fii lima 

(•;) III/ - 

|iuin, I'll latM.i II I rniiMT^iT I MM * l.i limit*' .m (r "tb\ t r » 

(»> '!*' lie.. 

li I 

mi, rj* ijiti irvii’iil ail luriim, 

Ml) ‘A H/» « #v/», 

Cclii jhhi', Hiiii'iil .r„, \ la jdii , (i.'hlr i*t I., Miami.* \,t \< mm * .1 

<|“i ;iit \ «lil)'»'mih |miuK .In M.liimr . , mh .!»< , , 1mh< 

l.i'H (niiHimis u, «• s'l-vjiimiiiimil jimir.r t\,‘ **l. m 1» . »l. 

iiinmlin-M ili* IV'ijimlimi (tj la ji.iitir i (l . <m ..l.immlra U Imiu 

« * 

<‘•0 U/ 
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puis, on prenanl as — X, on on eonclura 
C 1 ) V — II f /’(.r) tU\ 

D’ailleurs, on verlu tics equations ( 79) cl ^80) do la deuxiome Leron, 
les inlegrales (juo conferment les lbrmulos (ro) el (1 1) soul precise- 
men t los valours ties airos u oL U. Done la premiere do cos form ules 
poll l dire redid l e ii 

(12) r = It«, 

til ‘ hi seconde coincide avoc I’equation (1). 

La demonstration qui precede devrait dire modilidc, si la section 
lineairo f(x), fade dans la surface U par un plan perpeiidieulaire h 1 'axe 
dos if, sti transforniait on tin systome do pliisieurs longueurs distincles 
represontces par /,(#), / 3 (a?), ... el comprises, la premiere 

(Mitre deux lignes donnees, la seconde entre deux an Ires ligno.s, etc. 
Mais ulors 011 pourrait aisdmenl divisor hi volume Von pliisieurs par- 
ties V,, V ai V.,, .... ot la base (J en parties correspondantes U, f U 9 , 
U.j, ..., do maiden* quo los raisonneinenls ei-dossus employes fussent 
sulfi sants pour etablir les equations 

V, = IIU„ V a -nu a , V^IIU,, 

(*t, (in ajoplant ces dernieres membre ii meinbre, on relrouvorail encore 
la formule (1). 

Supposons ii present (pie Ton cherelie le volume V termini! par line 
enveloppe queleonque. Suit P(a?) l’aire de la section fail ft dans In 
volume V par un plan perpeiidieulaire a I’axo lies x el. eorrespondaul 
a I’abscisse x, et nommons toujours e la portion du volume V qui se 
trouvft situec, j)ar rapport au plan eoupant, du cole des x negatives. 
Si Ton attribuc ii I’abscisse x 1111 accroisscmenl infini men 1. petit do?, le. 
volume 0 reccvra un accroissenicntanalogue do compris entre deux sec- 
tions represen tees, la premiere par F(a?), la scconde par I‘ (x) -+- A !• (x) ; 
el ii est elair quo, si Ton projolte sur 1 c plan do la premiere section, 

Oh uvi cs dc C. — S. II, t.V. 
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mill |i;is III MllTili'c I'll 1 1 1*1 i* I|III rii\ i'\|. 1 1 < tin m< n. linin' \ 

muis M’li Ji'iiii'iil In /mu 1 mi |id| |iun ill- .ml, it i* ■ j u i n j. -,i.| ,n vkIimim 
trllc /out* aiii'U *«rr.i rmii|»i i* r rn!n ilmi \ . «-m in in , 

I|lli In t 1 J IK ' 1 1 m 1 1 f h"> jMTiliirlri”. tics It, i .■ ■ lie -!, u\ . \ lit,. In <inHl , I'm, 
i ilMt'ri ( , I'iiiih-.' i'lirn„MT,l ,iu \ < 1 1 ii in n A., II n nil. i nil. m , In iln.. 
rrmr III tic hi tli'iixiriiid I rimt i| m* h > •ml.n*' n n(. tm.< , h 

ih'llN t’lilliltt'** linn! il . , ;ij: i I tlilli i m mil In pmi «!«' I.i uil.it>' I , , 
I'ill 1 ct'j* Irnis siirlin i's, rmi|ii'd ; . ji.ir mi plan «jm l. <tnt|u> j.u.ill. I,- , | 
ih". ,r, Immiirmtl rviilrmiiiriil Inn*. >.r»’(imi . inn un .h.ni h , ,|ilh- 
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s, <Mi posanl ,r--X, on oblinmlra Iti formuln 


'll)!) 


V 



a formuln (r<)) suhsiste dvidnmmnnldans In eas inninn oil I’airt 1 F(.r) 
ia srelion faile dans In volume V par mi plan pnrpendirulairu a 
p dns x sn change cm mm somitm dn plusieurs aims l (, 2 (,r), 

Innninens par divers ronlours. Alors In volume V osl la 
m(> dn plusirurs volumes representes par Ins inlegralns 

I l'\(.r)(!.r, I I' a f.n) dr, 



s nlianunn dnsquclles la foiieliun sous In sigun / a ennslammeiil on 
valeur posilivn on une valeur nulle, (amlis qur I’abscisse x vavin 
n Ins limilns ,r„, X. Cela pose, on aura louf ii la Ibis, dans In nas 
L ii s’ai» i ( , 

I ' ( ) r- it ( .v ) -i- IT (x) -i IT 

V ---- f l*T (a-) dv -I- / IT (•*.’) (’/•*’ J- / IT(.nJ dr -f- . . . ; 

'''• a •'»* 


on nn nonnlura (Millin' 



mime, dans la formula (19)* K(.t?) rnprbsenl.n Pam* (Pune surface 
0 comprise dans tin plan parallnln ii I’un dns plans eoordomms, il 
lair quo la valour dn pourra lenjours dim faeifemeiil dclnr- 

!(>. ii I’aidc des prinoipes elablis dans la deuxienie Letmm 
ipposons, pour fixer Ins ideas, quo, ,i? 0 , X plant deux quantiles 
tanlns, j,,, Y deux fonelions dn la variable a\ rlz n , Z deux fono- 
. dns variables x, y, on dernandc le volume rcnfnrme, dTiun pari, 
' Ins deux surfaces eourbos re pro sen lens par Ins equations 
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ll esl bon d’ohservor (jin' In function /(.r, y) renfermde sous lo signe 
d’integralion (inns la formulo (29) ost pr fie i somoni la sonlion lineaire 
inilo dans le volume Y par lo inoyen do doux plans porpendinulaires 
aux axos dos as el dos y. Do. plus on roconnailra sans peine quo la 
formulo (29) s’olond an eas memo oil oolfo sod ion lineaire, oossanl 
d'etre limitoe par los surfaces (20) ol (21), so transformorail on uno 
sommo do plusiours longueurs distinctes, representees par 

1 

y), ... 

ot coinprisos, la premiere cnl.ro doux surfaces don uees, la soenndo enlrr 
doux autros surfaces, etc. 

On pourrait onooro otaldir la formulo (29 s ) par dos raisonnemonls 
somblablos a coax <ju 0 nous avons employes dans la Iroisieme l^oeon. 
Kn eflel, supposons d’ubord quo. los quantiles r (l , Y so. roduisonl ii dos 
quantiles oonslanles, e’est-a-dire indopondanlos do la variable x. Aim’s 
lo volume dcsigno par V sora compris d’uno pari. onlro los surfaces (at)) 

0. t (21), d’aiitro part onlro. los quatro plans monos perpondieulairo- 
mont aux axos dos x ot f y par doux droi Los paralhMos a Fnxo dess, donl 
la promioro oorrospondra aux eoordonnooso.*,,, ,y„, la sooondo aux ooor- 
donncesX, Y. Or, si I’on romplaco la sooondo parallMo par uno troi- 
siemo qui o.orrospnndo ados coordonnoos (ptoloonquos ,r, y, lo volumo V 
so. ehangera on un volumo variable, qui sera function do x ol dr r. 
Represen tons no dernier par o(a\y), soienl dr, Ay dos aceroisse- 
moiits inOniinonl potits attri hues aux coordonnoos x t y. Ln volume (res 
petit dosigne par 

A^c f{x,y) 

sera evidemment line quanlitc moyenuo e.ntro los solidilos do deux 
.parallolepipedos reelangles, l’lin iuscrit, l'autro circonscril, et par 
consequent outre deux produits do la forme, 

[TV, y) •+• I] Aa; Ay, [/(.c, y) H- J] A.r Ay, 

1 , J clanldcux quantiles infinimont pctiles. On aura done 

i 

( 3 1 ) Aj A* o(x, y) = [/(.r, y) + i] ^ Ay, 
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;io^ 

i designanl encore uno quantile infimuicnt polite moyonno onlro I cl J. 
Si dans {’equation ( 3 x) on fail converger d’abord Ay el onsuilo Ax vers 
la limiie zero, on obtiemlra deux aulres equations do la forme 


(,Ja i 


(33) 


()A x y{a: t y) 

Oy 

d 2 cpt.r, y) 
d.cOy 


J) 

=/(■** y)i 


J A.r, 


puis, cn integrant la fonmile ( 33 ), i° par rapport ii y a partir de 
y—y t , 2° par rapport ii x ii parlir de x = x „ , el observant quo la 
function 9(3;, y) doit s’evanouir, non seulemenl pour x = ,» 0 , quel que 
soit v, mais encore pour v=j„, quel que soil x , on Lrouvera 




?u» y)~ 



■ clx. 


Enlin, si dans I'equation ( 34 ) on pose x — X, y — Y, on obtiendra 
I’equation (29), qui so lrouvera ainsi demontree pour le cas parlieulier 
oil j 0 , Y se reduisent a des quantiles eonstantes. 

Coiiccvons main tenant que 1’on veuille revenir de ce cas partieulier 
au cas general. On eommenoera par integral* la formula ( 3 a) par rap- 
port a la variable j entre les limites v 0 , Y. On etablira ainsi I’oquation 

(3o) Y) = Ax ( | f(x > y)-\~i]cly, 

J u 


qui determine Ic volume A x ^(o?, Y) compris d’uno part entre les sur- 
faces (20) et (21), d’a litre part entre qualm plans parallels deux a 
deux, savoir : deux plans pcrpendiculaircs ii 1 ’axe des y, sopares Pun 
de l’autre par une distance egalc a Y — j 0 , cl deux plans perpend iou- 
bures a 1 ’axe ties a?, dont la distance Ires petite est representee par A.r. 
On supposera ensuitc que, dans les equations (22) et (a 3 ), r„, Y 
cesscntde representor des quantiles eonstantes ctdevionnenl fonotions 
de x\ puis on dcsignora par e = ‘^(x) la parlie du volume V rctrancliee 
par un plan perpendiculairc a 1 ’axe des x , qui correspond a I’abseisse x, 
et situec par rapport a cc plan du cote des x negatives. Alors on prou- 
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vora sans peine quo lo voluino A^(o?) cst une quantile mnyotmo onlro 
deux aulros volumes somblablos a colui quo. determine (’equation (35), 
o( roprdsonlds par (Ins prod nils do la forme 

1 1 

[f( x > y) 

o-i-I 



I (hi J dcsignant uno moyenne rnlre los divers accroissements quo 
re(;oil, L r u on Y tandis quo I’on attribue a J’abscisse x divers nceroisso- 
inonts iiilinimenL petits et ren formes outre les li mites o, A#. Done lo. 
rapport 


(*7) 


A^O) 

A.r 


sera inlormediaire onlro deux in lug rales do la forme. 


(3») 


/ !/(•*’, ,r)-i- * DO' 


Jo »-l 


(>l dans (diaenne desquelles ?, I, J soront dos quantiles infinimenl 
petitos. D’ailleurs, si Ton fait decroilro indefiniment la valour inline- 
ri(|ue do. A.r, los dotix inlograles dont il s’agit nonvergeront I’lino ot 
I’aulro vers uno. smile limite, savoir 


(»<)) / /(•*> /DO'- 

v 'u 

Done la limito du rapport (3?), ou la fonction derivoo sera 

equivalents a I’oxpression ( 39 ); et I’on aura 


(4o) 


J\Xy y) f 0'- 

clx j 


ISu integrant cctte devniere equation a partir do x~x a , et observant 
quo ^(a?) doit s’evanouir avee la difference x — x„, on on con clura 


(/n) '\>(x )~f f 

puis; mi posant dans la formulc (40 ^ = X, on roU-ouvera I’oipia- 
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0011(29), q u i sera amsi dcmonlrcc pour Jo cas memo. oil les seconds 
membres des equations (22) et(a 3 ) dcvioimonl (los functions do la 
\ariable s. 

La formula (29) domic lieu ados romarquos scnihlablos a colics quo 
nous avails dojii failos sur la formulc (80) do la deuxiome Lo.(,‘on el stir 
la formula ( 34 ) do la troisiomo. Ainsi, par example, si los surfacos 
evlindriques roprosonlecs par los equations (22) o.l (a 3 ) so couponl 
suivaiUdcux generatrices, el si I’on suppose quo, dans la for mule. (29), 
j? u , X designent precisemenl les abscisses dos points sillies sur los 
generatrices dont il s’ag'it, Jo volume V sera iimild dans tons los sons, 
tni par los surfaces courbos(ao) ot (21), on par los surfaces cylin- 
driques (22) el ( 23 ). 11 on serai l encore do. memo si les deux surfaces 
evlindriques se louchaionl suivant les generatrices oorrespondanl aux 
abscisses ar 0 , X. Cos deux surfaces cylindriques so rcdniraienl a line 
seule si los deux functions/,,, Y represen taient deux valours do,/ tiroes 
d’uiio seulo equation outre/ vice. KnJin, dans cello dorniorr hypolhese, 
il pourrail arriver : i° ([tie los surfaces (20) el (21), (Haul dislinelos 
I’une do [’autre, se coupassenL suivant une courbe traoeo sur la surface 
cvliinlriquo; 2 0 quo s u et Z fussenl les deux valours do z tiroes d’uno 
soule equation 

l4») S{x t y t s) = 0 

propre a representor une surface convoxc el fermec do Xoules parts, a 
laquollo la surface cylindrique se trouverait eirconserile. Dans le pre- 
mier cas, le. volume V sorait limite dans tons les sens par les sur- 
faces (20) et (21); dans le second cas, Y dosigneraitlo volume compris 
dans la surface (42). 

Si Ton supposait, dans 1 ’equation (20), s ft =o, alors le volumo Y 
determine par la formula (29) sorait colui qui se trouve limite, dans lo 
sens des cc , par les deux plans (24) et (20); clans lc sens dos/, par lo.s 
surfaces cylindriques (21)01(22); enfin, dans le sens dess, par le plan 
dos j.*, / ot par la surface 

(43) 


-=/(®i y). 
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II nous reslo a monlror quelqucs applications des forinules ei-dcssus 
ota!) lies. 

Supposons d’abord qu’apros avoir Irani, dans 1 ’iin des plans ( ‘±?\ ) 
el (2,)), uno ligno 011 un contour queleompic qui ronferme uno aim 
egale a R, on promt* no sur les diflerenfs poinls do re conlour tine 
di'oile <j 11 i resle toiijours parallele ii ello-mome, sans olro parallele an 
plan des ( v, Cede droile ongendrera uno surface cylindriqur; el, si 
Ton coupe In volume V renferme dans celle surface outre les plans (s/j) 
el (2,)) par un aulre, plan perpendieulairo a 1 ’axe des x, la section 
oblonuo sera line nouvnlle surface plane quo Ton pourra superposer ii 
la surface IL On aura done generalomenl, dans cello hypothese, 

( 4 * 1 ) F(*) = B; 

el la fornmle (iq) donnera 

(/|j) v = llf'tlj> = B(X 


Si, pour abreger, on design e par II la distance des deux plans (2/1) 
(*l (20), on aura simplement 

(40) V-JW. 

(lotto dernie.ro equation coinprcnd un theorem!* quo 1 ’on pent enoncer 
eonuno il suit : 

Tjikorkmk II. — Le volume V eornpris duns un cylindre oblique don/ 
R represcnle la base cl II la hauteur csl equivalent an produil de cette 
base el de celle hauteur. 


Considerons niainlenant line surface conique don t le sommcl coin- 
cide uvoo 1 ’origine des coordonnccs. Concevons d’ailleurs quo. 1 'on 
prenne pour base de cello surface uno courbn plane donl Ic plan soil 
perpondieulaire a I’axe des x et coupe le demi-axe des x positives a la 
distance 1 de 1 ’origine. Enfin soient */), 'C les eoordonnees variables de 
la co 11 rb e donl il s’agil, el 


(47) 


6-1 


OEuvres c/c C. — S. U, t. V. 


/<1,t) = 0 
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Par consequent I’equalion (3 a) doviondra 

(53) v = |mr. 

Cello dorniere comprond an (heordine quo Ton pen! dnoncer comma il 
sail : 

ThkouKiMI', IH. — Le volume compris dans un cone a base quelconque. 
cst le tiers dit produit qtian oblienlen mullipUanl la base par la hauteur, 

llovenoas aa tronc do cone dual l’equation (5 1 ) determine I'o volume. 

Si Ton designo par b el R los liases qui (erminonl co (rone do cone, el 
par II sa ha u lour, on aura evidcimnont 

H-X-.i-o, /> = A.r*, H — AX*. 

Par consequent I’oquation (5t) donnora 

(5/,) Y-~ir(R + /^i-\/R/0, 

ol, 1 ’on pourra enonccr ep theoreme : 

TinUmliMU IV. — Le. volume V d' un tronc de. edne compris entre deux 
plans ptirallelcs esl k tiers da produit (/non ohtienl en mullipUanl la 
hauteur par la somme de. trois surfaces rcspeclivemenl equmdcnl.es au:v 
deuce bases da tronc de edne el a une moye/me. proportion nolle entre ces 
deux bases, 

II esl clair qao Jos thdomnos I el II s’clemlonl an oas mriiie oa la 
courbo (/ 17 ) so Iransforaiorailevi an systdme do plusiours ligncs droiloa 1 
oa ooiirbos ol, par sailo, au caa oil le cone quo 3’on eonsidero serail 
roraplacd par ano pyramido a base quelconquo. On so Irouve ainsi 
ramond a dos thcoremos quo l’on demonlre dans la geometric dldinon- 
(airc. 

Concevons encore quo, apros avoir trace dans le plan dos x, /une 
courbo represen tec par l’equation 

y-f{a>)> 


(55) 
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* u 
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hbirmph' IN. Si la minin' i V* i nr inlml a rrllt* cjtit* n*(in'si*ulf 
I'fijual inn 

HU| » \ 

A fl i/ flanl «lr»\ miiHlanlrK ivi-llf**, nil IliiT.i il«* la Ini'millf < »*'). 
jm-anl, puiir |»lio »lf rnmmMtltli*, >i\, »*, 

III', J . fO 1 / .1 '“//* ! V 1 ' ft I* ». 

' J HI ' * Ul | 

» i> 

Si la cnitnhiiilf // fit |in»ilivf • I ’t*t| t m mi t (i I f n* jMr^fnlfra um* pai'almlf 
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dii degrc a t el I’on conclura do la for mule. (04) que le solide enge.ndre 
par la revolution de celle parabola prolongdc a partir do l' origin e jusqu’ at t 
point donl cc designc V abscissa renfcrmc im volume qui csl cm volume da 
cylindre eirconscrit nomine l’ unite an nombre 2 a -I- 1 . Dans le cas pftrli- 

etilicr oil 1’on supposes — -» on sc Irouvo ramcne au troisiome exomple. 

Example IV. — Si la courbe ( 55 ) coincide avcc la logarithinique 
rcpresenlec par l’equalion 

(65) y — ci\x, 

on tirera de la fornnile (07), en posanl x {t = o» 

(66) r=7 xa* f (Ijj)* clx-rui- a?[(U*) 2 — 2 l.r -+- 2 ]. 

do 

Si 1 ’ equation de la logaritlimiquo elail presentee sous la forme 

( 67 ) y-e 7 ', 

alors on trouverait, en supposanl loujours ^r n = o, 

/ i S v / 2 « \ 

e " (Lv=^-\e" — 1 ) = ~ (y* *— 1 ). 


Example V. — Si la courbe (55) coincide avcc la chamotte, repre- 
sentee par l'equation 

r .> 


( 69 ) 


y-a 


c" + e " 
2 


> 


ou tirera de liquation (57), en posanl cc„ = o, 


( 7 °) 


7 :a 

1 


: r<- 




+ e " ) dx — 





Quelquefois on facilite revaluation des volumes v el V en renipla- 
canl dans les formulcs (56) 01(07) la variable ec par unc autre variable. 
Conccvons, pour fixer les idees, quo la courbe (55) sc reduise h la 
cycloidc representee par les equations (58) de la deuxiemo Logon. 
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si:i 

cl, par consequent, a la sommc 

(79) V + ir.bU. 

11 scrait aise de rcconnailre qii’on arrivcrail, encore a la memo conclu- 
sion si la surface U etuil liiniloe dans tousles sens par les eourhes (y. r >) 
el (7b), on comprise, soil dans line sonic eourhe, soil dans tin conlnnr 
tonne par tin systemc de plusieurs lignes. iVailleurs It' produil 
represenle uvidommcnl la eircon Terence du cercle qui a pour rayon la 
distance />, el l’axe des a? pent eorncider aver mu' droilp qiiclrniiqur 
I racer arbitrairement dans le plan de la surface II, mais eti dehors dc 
cello surface. On pourra done ononcer In proposilion suivanlc : 

TiiKOUilME V. — Si l' on fail louvner unc surface, plane: 1" autour < Vm 
axe sit lie dans le plan de cede surface, mat's <(ui ne la traverse pas ; 
2° autour d’ an axe par a dele, plus eloign e de la surface don/ il s' a git, el 
sitae d la distance l> da premier, les ralettrs des solides engenders par la 
revolution de la surface autour du second erdu premier axe donneront 
pour difference un volume cgal au prod it it do cede rnPnie surface par hi 
circonferc/ice du cercle dont le rayon coincide avec la distance, enlre les 
deux axes. 


(lonccvous main tenant quo la surface plane II soil divisible on deux 
parties syinotriques par one di'oite menee. parallclemenl a I’axe des a- 
el a la distance h de cot axe. Dans ce cas, les equations (7.1) cl (7b) 
so presenteronl sous les formes 

(80) y=zh — f(.r), 

(81) y ~ b-\~ f(j'), 

i'l la formula (77) don n ora 



-b H*)V- 


\b~t (.v)y\d.v, 


ou, co qui revient au memo. 


(82) 




f(o-*) dx; 




OEuvres de C . — S. Jf, l, V, 
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5 ifi 

(l wile de maniere quelle passe success demerit par les differ? Ms pawls de. 
re contour, el forme lot (jours un angle droit wee V axe quel' on consider e, 
le volume V du solide compris cnlre la surface courbe engendree par la 
droile el les deux plans donnas sera le produit de su hauteur par fa denti- 
so/nnie des surfaces planes qtti ltd screen t de base. 

Demonstration . — Pinions Paxo domic pour axe des a\ el soil h In 
distance das deux plans pa rail el as* ii eel axe. Si I’on ron pc In volume V 
par im plan perpend i (Milam* an memo axe eleom'spondaiilii Pahseissr.r, 
la section F(^r) qni on resullara sera evidemmenl un trapeze dans loquel 
les coles parallels so reduiroul atix sections lineaires laites par le. plan 
ronpanl dans les deux liases <lu volume V. Done, si I’on desi^ne 
par f(x) el jiur f(.r) les deux sections lineaires donl il s’ajpl, on aura 

«'(•*) = “!/(•'■) -i- IV)I. 

(d la formula (if)) donnera 

I A.r)d.v-i-f J’(.r) d.v 

(86) V b ^ 

Or Pequalion ( 80 ) Iburnil iiiimedialemo.nl le iheoreine Y\ I. 

Pour monl.rer line application de la formula (29), suppnsons (pie 
Ion demande le volume V renfermfi enlre le plan des line surface 
eylindmpie donl la genera trice soil parnllelc h J’axe des s, el la sur- 
face du paralxdoidc hypnrbolique quo represent!* la form life (8t>) de, 
la qu alorzieme Levon du Tome I, savoir 

( 87 ) xyzrzcz. 

On trouvera dans co cas 

/<•*•» y) - [ Q x y> 

el par consequent la formula (<sg) donnera 
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lilds V si des quantiles conslantes, el I’on Irouvcrail 

193) V = 77 . ( X* — A'l ) ( Y J — yl), 

l\C 


011, co qui rovionl an memo, 
(O'l) 


v = ( X - *.) ( Y - r. ) . 


D’aillcurs le produil (X -- a? 0 )(Y ~ j 0 ) I’eprdsenlc dvidemmenL, dans 
lo cas quo nous considerons ici, la surface du rectangle qui sort do base 
au volume Y. Do plus, si 1’on pose 


(95) 


- __ ■*o.n 

v ‘“ ~c~‘ 



■3a — 




5,, s 9 , a,,, s s designeront dvidommonl los qualro ordonneos du parabn- 
loiclo livporlioliquo correspondanLaux qualro sommets do 00 rectangle, 
ol liquation (9/1) donnera 

(90) v = ( X -*,)<Y-,,> 2L±f!p±iS . 

Ajoutons quo,, pour conslruiro lo paraboloids liyporboliquo, il snflira 
(voir la qualorzidme Logon du Tonic I) do (racer lo quadrilaloro gauche 
dont los sommots coincident avee los oxlremites dos ordonneos s M s a , 
Sj,, s,, ot do Cairo mouvoir sur deux colds opposes do 00 quadrilaloro 
une droite qui rcslc conslaininonl comprise dans un plan parallofo aux 
deux aulres colds. Ccla pose, on declaim de la Commie (96) la proposi- 
tion sui vanlc : 

Tutionta YIH. — Si, aprds avoir /race sur les qualm faces late rales 
d' un prisme droit ci base recta tigidai re un quadri latere gauche, on fait 
mouvoir une droite sur deuce cdles opposes de ce quadrilaldre, de manic re. 
quelle rcsle constammenl parallele aux plans des faces qui ren ferment 
les deux aulres c<)les , le volume compris enlrc la surface engendree par 
celle droite el le rectangle qui serf, de base au prisme sera le prod ait du 
rectangle dont il sagit par le quart de la somme. des qualro longueurs 
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portes ii Irois axes reetangulaires des x,y, s, ot I’axe des x pcrpcndi- 
riilaiiT aux plans parallels dont nous venous do juu-Jor- Si I’on 
nomine F(.r) ot ${x) les sections failcs clans los deux volumes par un 
do cob plans, savoir, par eelui qui correspond a i’abscissc x, on aura, 
par hypo these, 

(9*>) ^{‘ r ) — c F (**'■), 

r dcsignanl un rapport constant. Soienl d’aillcurs x lt et X los limiles 
outre lesquellcs I’abscissc a? doit roster comprise pour quo lo plan cor- 
respondanl a cette abscissa etperpondiculairc a l’axe de.s x rencontre 
les deux volumes. En vertu de la formule (19), le premier volume sera 
evidemmenl me sure par 1’ integrals 



(and is quo le second volume sera mesure par Tinlegralo 



Or on lire de P equation (98) 



et il cst chair que cette derniero formule comprcnd le theorem e enonee. 

Gorollairel, — Deux volumes sont equivalents lorsqu’un plan mo- 
bile, conslammcnlparallcloa un plan donne, coupe cos deux volumes 
suivant des sections qui restent toujours egalcs entre olios. 

Corollairclf. — Snpposons quo I’on designe par a, h , c trois constantos 
positives, et comparons entre eux les volumes renformes entre deux 
plans pcrpcndiculaires a 1’axc des x : i° dans la sphere representee par 
T equation 


(100) 





m 


CALCUL INTEGRAL. 


2 0 dans I'cllipsoklo represents par Requation 


(IOI) 



(!■ 




On rcconnailra faeilemcntque les sections fa i to s dans ees deux volumes 
par u n memo plan perpendieulaire a Raxe ties x ot eorrespondant a 
Rabscissc x sc roduisent, la premiere ii un cercle qui a pour rayon lo 
radical 

ot pour surface Ic produit 

(102) 7 r(ft 2 -— ^ 2 )» 

la seeonde ii line ellipse qui a pour domi-axes les quantiles 

b — < v 4 

1 * 


cl pour surface In produit 
(. 03 ) 


Or, coramc les expressions (io 3 ) el (102) sont outre olios dans lo 
rapport do ^ a Runile, on conclura du lliooremc X quo los volumes 

compris dans IVIlipsoide et. clans la sphere on Ire deux plans quel- 
conques pcrpendiculaircs ii l’axe des x conservent enlre (Mix !e memo 
rapport. Done, si Ron nomine e 1 c segment compris dans Rcdlipsoidc 
entre lo plan des y, z ct un plan parallole eorrespondant ii l’ahseisse x, 
on trouvera, cn ayant egnrd ii la fornuile (09), 


(io4) 


V = 


7 xbc 

— r- x 
ar 




Si la hautcur x du segment devienfc egalc au demi-axo le volume e 
so reduira simplcmcnt au produit ct 1 c double do ee produit, 

011 la quantile 

(io 5 ) 1 7 uibc } 


representera le volume entice do Rellipsoklo. 
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les clivorsGs valours reel les tie s quo fournit Pcqualion (108) pour uno 
abscissc donnce, cellos quo fourniru pour la memo abscissc l’equa- 
lion (109) serout CYuleinmenl, 

(ill) CZ 0 , C-3j , cz lf c z if .... 


Si (Pailleurs on suppose les quantites (i 10) rangers par orclre do gran- 
deur, la longueur lotalo/(a?, y), comp (op dans l’inleriour do la sur- 
laee. (108) sue une ordonneo parallolc ii l’axe des z, sera ovidemmcnl 


( 112 ) f(x;y)-z x — z a -± Si —s % + 

An eonlraire , la somme f(a* t y) des longueurs inleree.pleos sur la 
memo ordonneo par la surface (109) so, deduira de la forniulp 

( I 1 3 ) | (-2? * y ) — C — C3(4-C5j — CZ'i -l- , . . — C ( Z\ ^0 “L • • • )* 

On aura done 


0o(i) |’(.r,;') = e/(.r,/); 

el, Ton eouelura tin Llicoreme NI quo les volumes ronfermes dans les 
surfaces ( 1 oG) cL (i 07) soul outre eux dans It' rapport do. 1 a c. 


Corollaire II. — Kn raisonnant coni 111c on vienl dp le iairo, mais 
e.changoanl on Ire piles les coordonnocs oc, y % z, on pronverait quo les 
volumes ronfermes dans la surface (108) el dans cello qui a pour 
equation 


(" 4 ) 

Oil 

(" 5 ) 



a , b designant doux constantcs positives, soul on Ire oux dans le rapport 
de 1 a a, 011 de 1 a b. 

Corollaire III. — Si Ton compare succcssivement l’lin a 1 ’an Ire les 
volumes ronfermes dans les quatre surfaces represen Lees par les 
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equations 



(. 08 ) 

y * 5 ) - 

- - O* 

(>ni) 


:o, 

(t,«) 

'(;• H 

- O, 

("7) 

'(H'S 

■-"<>» 


on eonclura dn corollairc precedent quo Irs rapports dn second volutin 1 
ail premier, (In troisieme an second el dn qunlrirme an ( rtvisi ('*m 
son!, niesttres par Irs nombres u, b, r. Done. In rapport du qualrieme 
volutin* an premier aura pour mesurr le produit abr, On peul done 
enonrer la proposition sui vault' : 

TiiKonftMK XII. — Pour determiner le volume com pet's duns tme surface 
rourbe. formed da tout.es parts el rep tv sen tee par u/tc equation de (a forme 


0*7) 



f- 



o, 


dans la quelle. a, b, c design ent trois constitutes positives, il suffitd'e va- 
luer la volume compris dans la surface courhe dont l' equation serai/ 

(toB) 

el da multiplier ce volume, par le. prod nil des trots const mites u , b, r. 

Gorollatre. /. — Si la surface (117) sc rod nil a relic dc Pcllip- 
soide (101), liquation (108) dcvicmlra 

(tiB) .«* 

(*l, represon (era line sphere qui aura pour rayon i’unile. Or, le volume 
compris dans colic sphere elanl cgul it ijir, on eonelura dn Iheo- 
remo Xlf quo le volume de I’ellipsoide a pour mesure It* produil 

|-7 Utbc, 


(TOO) 

ee ([lie I’en savail, dejtt. 
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CoroUaire II, — Si, dans 1’cquatian ( 117 ), on suppose c~b = a, 
cello equation, reduile a la forme 


(««9) 



o, 


rep re so n to ra l’onvcloppo d’un solicle scmblablo a celui quo term in c la 
surface (<o 8 ), el I os dimensions du second sol ido soront a cellos du 
premier comme le nombre a es{ a Funilc. Cola pose, il rosullo evidem- 
mcnl du llioorome XII ([lie les volumes compris dam deux solides sem- 
Idables soul enlre cux comme les cubes de leurs dimensions respect iocs, 

TiiiiOiu’iME XIII. — Le rapport enlre deux volumes est loujours une 
quantile moyenne e litre les diverses valcurs qua pent acquerir le rapport 
des sections fades dans ces deux volumes par un plan mobile qui demeure 
conslammenl parallele d un plan do line. 

Demonstration, ~ Supposons les difiercnls points dc Pcspaco rap- 
portes a irois axes roclangulairos des a?, r, 5 , dont les deux derniers 
soient compris dans le plan domic, Nominons F(#) ot j(o?) los sections 
faites dans los deux volumes par le plan mobile, ot correspondent a 
Pabscissc x. Rnfm soieut cc 0 , X los liinites entro IcsquoIIes Pabscisso x 
doit deniput'er comprise pour quo le plan mobile rencontre les deux 
volumes on an moins Pun d'entre cux. Si, pour chaquo valour do x 
renfermeo entro les valours extremes x 0 , X, le plan mobile rencontre 
toujours los deux volumes, ceux-ci so Irouveront niosuros par les in- 
tegrates 



D’ailleurs, si, dans Pequalion (i3) dc la vingt-troisiemc Logon du Calcul 
infinitesimal \ on rcmplacc les fonclions f(x), /fix) et<p(tf) par 3(x), 

rf ( 'T ) * 

F(as) ct iTT^-T* on on tirera 
v } *(■*) 


(eao) 




CAL (MIL I NT I'M! UAL. r>2 7 

5 drsipnant nun valour do iv comprise eulrr l<*s Iiinil.es .r„, X. Or In 
Irani inn 

1 ? ($) 

T 

rsl, evidommont I'linn dns valours quo pent ac.qiK'ri r In rapporl 

!'(«■) 

dos sections lailes dans Ins deux volumes, lamlis quo .v varin de- 
pu is kV :.r 0 jusqu’h »mX, nl par eonsnqncnl line qnaulilo comprise 
enlro In plus petite nl hi plus grande de res valours. Done la for- 
mula (ran) eutrnme, dans rhypnlliose admise, In llieoroine Nil!. 

Si, pour enrlaines valours de I'abscisso a\ lo plan niohile neronroii- 
I rail plus <pie I'un dns deux volumes proposes, on ponrrail eueore 
demoulrer ronimo on vienl de In lain* In llinnrnnm XIII; seulemenl il 
landrail, nlors eonsiderr.r n.lian.unn ties snrlinns l'’(.r), if (a:) eoiiime 
pi'unanl line valour imllo (miles Ins lit is quo la surfaen rorrespondanlr 
oessorait d’etre coupon par In plan niohile. 

Si au tlieoreme (pie. nous venous d’elaldir on jniul In Ihnorenie III 
de la deiixieinn Lnrion, on dnduira immrdinlomcnl une proposition 
nouve.lle, donl. voiei I’enonrd : 

Tiikoiikmk XIV. Le raj)/)ort. ail re leg eol tunes renfennes flans deux 
eneeloppe , v disti nates esl tine, f/tia/ilild moyenne antra fes divers as valetin' 
f/tte ftettl aaquerir le. rapport ties longueurs in tempters par res deux enve- 
foppes stir une. droit a mobile qui demeure. const amment par allele d tin 
axe donna,. 

Si, dans (’equation ( 120 ), on pose ,1(x) - ;i, on trouvrra 
I ,f ( tv) d.v - / d.v .7: X -- ,r n _ 

et, par suite, 

(rat) / H'V)dc - (X — ,r 0 ) F(£). 

a. v 0 
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Or In longueur X — cc Q rcpresenle cvidcnunenl la projection lineairo du 
volume (19) sur I’axe dcs cc, taiidis quoF(£) rcpresenle uno qtianlile 
movenne ontre los sections failea dans cc volume par dcs plans perpen- 
diculaires ati memo axe. Cola pose, coniine on pout prendre pour axe 
des x un axe quclconque, il estcliur quo la formulc (121) cntrainc la 
proposition suivantc : 

Tiikorkmk XV. — Lc rapport entre un volume et sa projection sur un 
axe quelconque esl une quantile moyenne entre les aires des differenles 
sections failes dans ce volume par des plans perpendiculaires a l' axe. 

Si 1‘on projcllo lc volume V determine par liquation (19) ou (29) 
11011 plus sur un axe, mais sur un plan, on obliendra, au lieu du Lheo- 
romo XV, la proposition suivantc : 

T minin', mi* XVI. — Lc rapport entre un volume el sa projection sur un 
plan quelconque est une moyenne entre les diverses valeurs que pent 
acqtterir la somrne des longueurs intcrceptecs par I'enveluppc de ce vo- 
lume sur ane secanle mobile r/ui deineure coiislanime.nl perpendiculairc 
au plan do /vie. 

Demonstration. — Pour doinoutrcr ccttc proposition il suffit il’ap- 
p liquor ii la lurinulo (29) les raison nements quo nous avons appliques, 
dans la page 471 do la troisiemc Logon, a la formulc (34) el a I’aide 
desqucls nous avons elabli lc llieoremc II de la page 472, 
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Ayjiutishkaiknt •) 

I’acr.iAiiNMHiiH. — lloviio do ipiolipmn fdnmilos do (idonn'lno utiul yl i<|iu> u 


CAI.CIIL IHKKftlUiNTIKI.. 

I’hic.M i l.icyoN. -- Inolinninoii d’uuo omirlio piano on on point donno. ftipinltims 

do la Iniigonlo ol, do lit iiornmlo a onllo oourlm \ i 

PuirxifiMli I.koon. Don longueurs appoldos wins .lantfonlos, Mnis-nonmilos', Ian 

KonioH ol nonunion (Ioh aoiirbos plain's n 

Tno iki f:\iu fa:i;oN. - Ponlros, diuinolron, n\im ol nsymplotos dos onnrbos plmnw.. fit 

QrATiincMi: Luyo.v. Ib’oprldldsdivor.sort dos ooiirbos pianos dddnilos dos oipiulimis 
dt' non niAmos ttourhoK. Points sIiikuIIow ;•* 

C.inquiAaii: laajoN. — Diflorontiollo do I’nro d’lino omirho piano. An^loa Innnon pin 
la lnn(?onlo i) aollo omirlro avoo Ioh doniMi\os dos onnnloniidon poailivoa. Sur 


Ion (iOUi’hoB pianos (|tii ho conpoiu on ho lonolionl on mi point donnti Hi 

StxiihiK Lhi;on. — Do la flourburo (hum omirho piano on mi point donin'*. Ihiyon do 

conrburo, oonlro do courhuro ol oordo oHonlulonr <17 

OKuorr* </<• C, - S. 11 , 1 . V. <»7 
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